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COgNOME: o, NOME: e
Matricola: ......eeeviiiiiiiiiiiiiii

Rispondere alle seguenti domande motivando la risposta (risposte non motivate valgono 0 punti).

1. (6 punti)

(a) Scrivere I'enunciato del criterio del rapporto, specificando tutti gli oggetti e le proprieta
che appaiono.

e Sia {a,} una successione di numeri positivi. Supponiamo che il limite dei rapporti
L := limy, o “2* esista (in R).

n

— Se L < 1, allora la serie ) a, converge.
— Se L > 1, allora la serie ) a, diverge.

(b) Stabilire, al variare di x € R, se la seguente serie converge, e se converge assolutamente,
spiegando come si applica il criterio del rapporto.

Z 31:/;%1 (x —1)"

n=1

3\/%1 |{L‘ _ 1|n
— Se x =1, a, = 0 dunque la serie converge (a 0).

e Sia x € R arbitrario, e poniamo a,, =

— Se x # 1, a, > 0 e possiamo applicare il criterio del rapporto:

3ntlig ‘x B 1|n+1

. Gnp4-1 . v/ (n+1)!
lim = lim S| ~
n—oo  Qy n—00 W|x_1|
3ntliyg
= lim =L o —1i
n—o00 vn + 1
=0<1.

(si nota che 3;:1‘51 < 3, mentre v/n +1 — oo quando n — oo) Dunque per il

criterio del rapporto, la serie converge assolutamente per tutti z € R. Siccome
la serie converge assolutamente, converge anche semplicemente.

(c) Stabilire se la seguente successione converge puntualmente su [—2, 2],

Scrivere f(x) = limy_,o0 f(z) (se esiste). Trovare N € N tale che | f,(2) — f(2)| < 3 per
tuttin € Nyn > N.



e Per ogni x € [—2,2], la somma ¢ una serie geometrica, e vale

n n
1, z\k 11— (Z)ntt
falw) =) gz ZZ(§> =1 7
k=0 k=0 3
Siccome z € [-2,2], |%] < 1 e dunque (%)"*! — 0 quando n — oo e si ha f(z) =
. ="
limy, 00 1i§ =k i
2\n+1
Per il caso specifico di z = 2, f,,(2) — f(2) = (31)72 =3-(3)" Vale3- ()" < L

w

se n > 4 (infatti se n = 4, 3+ (3)° = 2% < 3, e la successione & monotonicamente
decrescente). Dunque si puo prendere N = 3.

2. (10 punti)

(a) Dare una funzione f sul dominio [0,1] x [0,1] che non ammetta un punto di massimo

globale.
RPN r T<l1
e Per esempio si pud prendere f(z,y) = {0 X Allora vale che f(x,y) < 1 per
€r =
tutti (z,y) € [0,1] x [0,1], e per ogni (z,y) con z < 1, (£, y) € [0,1] x [0,1] e vale
flz,y) =2 < “”‘H = f(%!,y) dunque (z,y) non pud essere un punto di massimo

globale. Neanche (1,y) perché fl,y)=0< f(%,y) = %
(Bisogna prendere una funzione f non continua, altrimenti si applicherebbe il teo-
rema di Weierstrass)

(b) Trovare tutti i punti critici della seguente funzione e stabilire se ognuno di essi & un
punto di minimo locale, massimo locale o di sella. Stabilire se alcuni di loro sono punti
di minimo o massimo globali.

fla,y) = (zy —y* - 2)

e La funzione ¢ differenziabile su tutti i punti del dominio R?, e dunque basta trovare
i punti critici e studiarne la natura. Per un punto critico (xg,yo) di f, vale che

- 6x0($0y0 — y2 -2 +yo) _ 0
V f(wo,y0) = < "0 (g E 2y0) ) B <0> ’

dunque €™ (zoyo — ¥3 — 2 + yo) = 0,e%(zg — 2yp) = 0. Siccome €™ = 0, si ha
zoyo — Y5 — 2+ yo = 0,20 — 2yo = 0.

Risolvendo queste equazioni, i punti critici sono (2,1),(—4,—2). Corrispondente-
mente, f(2,1) = —e?, f(—4,—2) = 2e™*.

Inoltre,

(e —2y+1) e?(—2)

dunque, per i punti critici sopra, le matrici Hessiane sono

11 2 1
2 —4
(L) ()

che hanno autovalori con segni misti e due autovalori negativi rispettivamente.
Dunque (2,1) € un punto di sella, mentre (—4,—2) ¢ un punto di massimo locale.

Hy(,y) = (e’”(:z;y —y2—2+2y) e(x—2y+ 1)> 7



Non ci sono punti di minimo o massimo globali. Infatti, per esempio, f(z,1) =
e®(x —3) — —oo per £ — 00, quindi f non & limitata superiormente, e (—4, —2) non
puo essere un massimo globale.

(c) Trovare i punti di minimo e massimo locali della funzione
f(z,y) =2 —y vincolati allinsieme  {(z,y) € R?: 222 + 3y* = 1}
e discutere se sono punti di minimo o massimo globali.

e Si pone g(x,y) = 222 + 3y? — 1. Vg(z,y) = (ég), dunque Vg(z,y) # 0 su E.

Sinota che Vf(z,y) = (_11> . Per il metodo di moltiplicatori di Lagrange, se (zg, yo)

¢ un punto di minimo o massimo locale, esiste A € R tale che

LY _ (420 2 2 _
(—1)_)\<6yo)’ 2x5 + 3yg = 1.

Dai componenti della prima equazione, risulta che A # 0 e xg = ﬁ, Yo = —6%\. Dalla

seconda equazione, (4%)2 + ﬁ =1, da qui segue che \ = £, /%.

—Con/\—\/7 si ha (zo,v0) \fv \/7
—Con)\:—\/g,siha (w0, yo) \/77\/7

Per determinare se si tratta di un punto di minimo o di massimo, si osserva che
3 2 3 2
_ f(\gj_\/%):\/jJr\/jN)
_f_/i’/l:_/ / = < 0.

Inoltre F & un insieme chiuso ( perche definito come l'insieme di zeri di una funzione
continua g) e limitato (perché se (z,y) ¢ lontano da (0,0), 222 + 3y? diventa grande
e diverso da 1). Quindi E & compatto e, per il teorema di Weierstrass, f ammette
sia un massimo globale sia un minimo globale su F. Conseguentemente,

— (4/ %, —4/ 1%) ¢ un punto di massimo globale,
—4/ %, \/1%) ¢ un punto di minimo globale.

3. (6 punti) Sia f(z,y) = ycos(xz2eY).

(a) Calcolare F = V f. Stabilire se F' ¢ irrotazionale o no.

e Si calcola
Vf(z,y) = (—2zye? sin(z?e¥), cos(z?e¥) — z2eYy sin(x?e?)).
Siccome f ¢ differenziabile infinite volte, vale che 0,0,f = 0,0, f, e dunque F &

irrotazionale.

(b) Trovare una parametrizzazione v della parte C' delliperbole 22 —4? = 3,z > 0, che parte
da (2,-1) e finisce in (2,1), e scrivere [, F - dx usando la definizione dell’integrale di
linea (senza calcolare).



e Per esempio, I'equazione si pud scrivere come x = \/y? + 3 (cosi soddisfa anche la
condizione x > 0). Per variare la coordinata y da —1 a 1, possiamo identificare y
come t e prendere y(t) = (V2 + 3,t),t € [-1,1].

e Per definizione, I'integrale di linea e, con

Vi)
= (=2V/12 + 3te sin((t* + 3)e'), cos((#* 4 3)e!) — (+* + 3)e't sin((t* + 3)e"))
Y(t) = (t/Vt? +3,1),

= / (—2t2%e' sin((t* + 3)e") + cos((t* + 3)e') — (+* + 3)e't sin((t* + 3)e"))dt
-1

(¢) Determinare il valore di [ F - da.

e Siccome F' = V f & conservativo, si ha
[ 95 -de = 50(1) = fa(=1) = costie) + cos(ae ™).

(6 punti) Calcolare il seguente integrale multiplo

/// 2? +y* + (2 — 2)?) drv dy dz, dove D = {(z,y,2) € R® : 2 + ¢y + 22 < 1,2 > 0}.

e Conviene passare alle coordinate sferiche (x,y, z) = (rsincos, rsin psin @, r cos ¢), con
il determinante della matrice Jacobiana 72 sin ¢. Il dominio corrisponde a 2 = {(r, 0, ¢) €
R3 : 7?2 < 1,0 € [0,27],¢ € [0,5]}. Dunque, osservando che z? + y* + (2 — 2)? =
224y’ + 22— 4z +4=1r>—4drcosp +4,

///D(:p2 + 1%+ (2 — 2)%) dedydz

1 T r2r
= / /2 / (12 — 47 cos p + 4)r? sin pdfdpdr
%

/ r? — 4r cos ¢ + 4)r? sin pdipdr

1 0
=27 / 72 — drt + 4)r*(—dt)dr
1

0

1
= 271'/ [r2t —ort? + 475](1) r2dr
0

1
= 277/ (7‘2 —2r +4) r2dr
0



_3lr
15

dove nel terzo passaggio abbiamo cambiato le variabili ¢ = cos ¢, dt =

— sin pdyp

5. (6 punti) Sia F(z,y,z) = (ezy2, ey 6“2) un campo vettoriale su R3, C il bordo del quadrato

con i vertici (0,0,0),(1,0,0),(1,1,0),(0,1,0).

(a) Dare una parametrizzazione 4 di C' che va in senso antiorario sul piano xy.

e Per esempio, possiamo prendere

t,0,0) t €[0,1]
, ,0) te[l,2]
(t 2),1,0) tel2,3]
[3,4]

(
Y(t) = E
0,1—(t—3),0) te

(b) Determinare il valore del seguente integrale di linea

/F-d:z:,
c

e C ¢ il bordo del quadrato D = {(z,y,0) : z € [0,1],y € [0,1]} C R3. Per il teorema
di rotore, si ha f,yF -dx = [rotF -ndS, dove n ¢ il versore con la coordinata z

positiva.
Si ha

0,

2 2
rot ' = y2e? — 22e*,

2
2xye¥® — 2yze®Y
Mentre possiamo parametrizzare D con o(u,v)

coordinata z positiva.

Dunque, con rot F(o(u,v)) - 04 X 6 = (0,02, 2uve?™’) - (0,0,1) = 2uve’™

/F‘dx:/rotF-ndS
0% D

= / rot F(o(u,v)) - (0,0,1) dudv
Q

—/2uve”“2 du dv
Q

1 pl )
:/ / 2uve’™ du dv
o Jo

= (u,v,0) su Q
[0,1],v € [0,1]} C R?}, e 0y = (1,0,0),0, = (0,1,0),0, X 6, = (

,U) tu €

che ha la

i



