


Deffinizione per un successione {a_n} {a_n} è detta la somma parziale (in-essi) della serie. So che {a_n}
è convergente, si dice che la serie converge se la serie converge e 1la n->infin} {a_n} è finita, e si dice
che la somma della serie se la somma converge e 1la n-> inft, la serie è divergente. Altimenti
"ragionevole" o "non convergente".

Ossensivamente Si possono considerare serie che convergono con Am. 1la n-> inffin

Serie geometrica:

Sia r≠1 e consideriamo la serie Σ r^i.

Teorica (no) Σ i=0^n r^i. La converge se 1<r<∞(2) diverge se r>1 (3) converge se r≤1, divergse se r>1.
Sapendo che Σ i=0^∞ r^i = 1/(1-r). (1) se I<r<1. allora r>0, diverge Σ r^i= infinito. (2) se r>1, allora 1+r^i e
Σ r^i=∞. (3) se r≤1, allora r^i e I∞ e converge anche Σ r^i.

Serie telescopiche

Consideriamo la serie di Mengoli Σ i=1^n 1/(ti–ti+1) = 1 – 1/ti+1. Dunque Σ i=1^n 1/ti = lim n→∞ (1 – 1/tn)
= 1 - 0 = 1.

In generale, una serie della forma Σ 1/(a bi–bi) è detta una serie telescopica. Si ha poi Σ 1/(a bi–bi) = (a
b–bi-1)/(a bi–bi-1). Dunque Σ a/(a bi–bi) = (a–a)/ (a–a) = 0.

Divergenze) Se [b i] converge, allora Σ 1/ (b i–bi) ≥ b–bi → b–bi → lim n→∞ bni. Esempio: Σ i=1^n 1/ (k
i^2 (ti+1)^2) = t^x.

Prop. (1) Sono Σ a_a, Σ che convergono λ  R. Allora Σ a^n (a^n) = λ. Dunque Σ a_n=λ·Σ a_n=0.

(2) Se Σ a_n→ ∞, allora Σ a_n=−∞. Se lim→∞ λ a_n=∞.

drm (1). Per definizione. Σ a_n (a+ba)=lim→∞ Σ a_n (a+ba)=lim→∞ Σ a_j (a+ba)

= lim→∞ Σ a_j(a+ba). Anche per Σ a_jc.

(3) Se Σ a_n=∞, allora per ogni a>0 esiste N. Σ a_n≥A per n≥N.

Allora l'intera A. Significano che Σ a_n=−∞.

Osc

In particolare Σ a_i^m a_n a_n= a_n – a_n–1 = a_n–a_{n–1} +a_{n–1} +a_n, +a_n a_n. In particolare Σ
a_n a_n e solo se Σ a_n a_n converge.

Esempio Σ 1/2^k (2)^k= 1+ Σ 1/2^k (1/2)^k= |+|=2.
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Per una succsione (ans), abbiamo considerato la serie ∑ n a_n.

Teo. Le 2 al convergere, allura lim a_n = 0.

(d) Sen∑n a_n convergente, allura per ogni ε > 0 esiste N t.c. |∑n a_k - ∑∞ a_k| < ε

per m, n > N. In particolare, se n > N+1 allura m=n-1 > N

|a_n|= |∑n+1 a_k - ∑n a_k| < ε. Significa che a_n -> 0.

Oss Anche se a_n -> 0, ∑n a_n non è detto che converga. Es. a_n = 1/n.

Serie a termini non negativi

Se a_n si dice una serie a termini non negativi se a_n ≥ 0 per tutt i n.

Teo. Sono o 2. In questo caso, (1) ∑n a_n converge <=> ∑n a_n é limite superomamente

(2) ∑n a_n diverge <=> ∑n a_n non è limite totale superomamente.

(d) Secondo ∑n a_n, la successione (∑1n a_k) è crescente nel decrescente).

Dunque segue (1) oss 2100 d.Eston 1). (2) è simile.

Teo. (criteri del confronto)

Stano 0 ≤ a_n ≤ bn definitivamente per n → ∞. In questo caso,

(1) ∑n a_n converge => ∑n a_n converge. (2) ∑n a_n diverge => ∑n a_n diverge.

d  ) Basta considerare il caso in cui a_n ≤ bn per tutt i n.

(1) esempio che ∑n a_n ≠ ∑n bn in te. Se ∑n bn converge, è limitate superomamente.

∑n a_k ≤ ∑n bn ≤ ∑n s per tutt n. Per te. precedente, ∑n a_k converg.

(2) è analogo.

Esempi ∑n t^k. Sì ha che 1/t^2 ≤ 1/k^2, perdon t(k+1) ≤ 2 t^k per t   ]0,1].

per n termine del confronto, second ∑n a(n) = 2 ∑n t^k converge (telescopico),

converge pure ∑n t^k

Sì α > 2. Allora vale 1/t^k ≤ 1/k^2 per tutt t   IN. Sappiamo che ∑k t^k converge.

dunque per n termine di confronto, converge pure ∑k t^k. "Serie armonica generalizzata".

Teo (confronto asintotico)

Stano 0 < a_n be definite, p supponiamo limn→∞ a_n = l > 0.

tq. in questo caso, ∑n a_n converge i ⇔ ∑n a_n diverge.

d   . Secondo le t^k, sì ha έ/t < 1 < 2e, e έ / 2 < a_n < 2 e per converto, se ∑n a_n converge, converge
pure 1/2∑e_k o < a_n.

</text_not_found>



Teo (criterio del rapporto). 

Sia Act>0 sicuramente, e lim→∞      = l. In questo caso, 

(1) Se 1< l, allora  ∑∞  di diverge. (2) Se l<1, allora  ∑∞       converge. 

(d) 1) Sia l<1. Predichiamo r x<c.  l< r< l. Allora definitivamente r<Act, o vero rate< Att.  Dunque    < r< .
Allora  <   , 

sappiamo che ∑k ai=1, diverge. Per il criterio del confronto, diverge  ∑ Act. 

(2) Sia l<1.  Petri il criterio non può concludere nulla. 

Esempi  •  Sciocedensa  ∑ti,       =    /        →  0. 

Peril criterio del rapporto,  ∑ti converg. 

Teo (criterio della radice). 

Sia Act≥0 definitivamente, e  lim→∞  ( Act) = l. In questo caso, 

(1) Se 1< l, allora  ∑ Ai diverge. (2) Se l<1, allora  ∑Ai converge. 

(d) Dimostriamo (2) (1) è valido).  Sia l<1. Dunque possiamo predere r x<c.  l< r< l.  Definitivamente  (Act)
< r.  allora Act< r. 

Sappiamo che ∑k ai converge. Per il confronto, converge pure  ∑Act. 

Esempi:  ∑ 1/2n  o  convergente. 

∑  2n2      24     2/2n     2/2n è convergente. 

Oss Anche qua, se l=1, il criterio non concludere nulla.  Vedano che  ∑k  diverge, mentre  ∑k  converga,
allora se 

|l|∞  (h)  =  1.  lla  (h')      (h2)  ≥  1.





Esercizi: calcolare le somme.

∑_{k=0}^∞  84 / (π^{2n})

∑_{k=1}^∞  1 / (k+3)

∑_{k=1}^∞  1 / (k+1)(k+3)

∑_{k=1}^∞  1 / h(k+1)

Determinare convergenza/divergenza.

∑_{k=1}^∞  1 / (k+3)^n

∑_{k=1}^∞  1 / (k+1)

∑_{k=1}^∞  e^{k} / k!

∑_{k=1}^∞  x^{k} / (2k)!

Determinare per quali x   R converge la serie. 

∑_{k=1}^∞  x^{k} / k!

∑_{k=1}^∞  k^{k} 

∑_{k=1}^∞  x^{2k} / (2k)!
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Sono poco una successore, an elR. Si dice che la serie 5" do converge assolutamente se converge a la!

Teo. Se Σα converge assodativamente, allora converge pure Σ (nel senso normale).

Inoltre, vale Σ |α| 0  |α| 0.

Si considera: la serie Σ (|α|−α), che ha 1 termini non negativi.

Si ha che |α−α|   |α|, e Σ 2|α| = 2 Σ |α|, quella serie converge per il conguato e ipotesi.

Vale per ogni n che |α|   |α|, per la divergenza triadare.

Entrambe le sorte convergono, e dunque vale Σ |α|   0  |α|.

Esempio    Σ cos k   converge perché Σ cosk 0  1. Saptiamo che Σ cosk converge, dunque converge Σ
cosk per il conguato, e Σ cosk converge per il teorema.

Teo. Si senza una successore tale che lim n→∞ |α|=1 ( oppure lim n→∞ |α|) . Se |α|<1, allora Σα
converge assolutamente. Se |α|<1, la serie un converg. DImu. Supponiamo che lim n→∞ |α|=e e < 1. Si
consideri la serie Σ |α|k, con i termini un negativo. Per l'ipotesi e il centro del rapporto, la serie Σ |α|k
converge. Questo significa che la serie Zale converge assolutamente. Il uso (αn)^1 è simile. Se |α|>1,
significa che |α|→∞, dunque la serie Σ α non può convergere ( α≠0 è una condizione necessaria).

Esempi     •    Si a elR. Consideriamo la serie Σ 1-k\^n del n 1. La serie converge assolutamente. In fatto,
poniamo un= -k/ n+1. Allora lim n→∞ |un|= lim n→∞ (k/n+1) =k/1 . Dunque, per il teorema precedente
con l=0<1, la serie converge assolutamente.

•    Si a A>0. Costruiamo Σ (|αk|/ (1+αk))^k. Per il criterio della radice, quando più un= (2n+1)/(n+1).
Dunque se A>2, la serie converge assolatamente. Se A<2, la serie non converge. Se A=2, (-2k)^k /(2k)^k
= (1)^k /(1)^k=1 e. (1+2k)k →√e. In particolare, un→0, e dunque la serie non converge.



Serie a termini di segno altorno

Stanno 0 ≤ a  e consideriamo la serie ∑_{n=1}^{∞} (-1)^n a .

Esempio. ∑_{n=1}^{∞} (-1)^n z = -1 + 1/2 - 1/3 + … + .

Teo. (criterio da Leibniz)

Stanno 0 ≤ a  e supponiamo che (a ) a  → 0 per k → ∞. (ii) a  ≥ a_{n+1} per n    . (decremento). Allora
∑_{n=1}^{∞} (-1)^n a  converge.

 dim. Poniamo ∑_{a=1}^{∞} (-1)^a a  = S . Si osserva:

(1) la sotto successione (S  ) è decrescente.

Infatti, S   = S_{2n+1} = S_{2n} - (-1)^n a_{2n} > S_{2n} - a_{2n} > S_{2n+1} e sicure che A_{n+2} ≥
A_{n+3}, segue che S_{2n+2} ≥ S_{2n+1}.

(2) {S_{2n+1}} è crescente.

Infatti, ∑_{k=1}^n (-1)^k a_k = S_{2n}, A_{2n+1} ≥ A_{2n+3}, segue che S_{2n+1} ≥ S_{2n}.

(3) Vale S_{2n} ≥ S_{2n+1}. Infatti, S_{2n+1} = S_{2n} - A_{2n} e A_{2n} ≥ 0.

(4) {S_{2n}} è limitata inferiormente (da S ). Infatti, S_{2n} ≤ S_{2n+2} ≥ S_{2n} ≤ lim_{n→∞} S_{2n} = lim
a_{2n} = 0

per l’ipotesi.

Dunque tutta la successine ∑_{n=1}^{∞} (-1)^n a  converge a S  = S ''.

Esempi. ∑_{n=1}^{∞} (-1)^n z = −1 + 1/2 − 1/3 + … + convege per il criterio di Leibniz.

Infatti, basta verificare che (a ) a  → 0 per k → ∞ (ii) a  è decrescente.

Si nota che, anche se ∑_{n=1}^{∞} (-1)^n a  converge, ∑_{n=1}^{∞} a  diverge.

La convergenza di ∑_{a} ha un doppio la convergenza assoluta (di ∑_{a} a ).

la condizione (ii) può essere verificata solo definitivamente.

(2) può essere verificata usando derivata. -4x^2 - 2x (x+4)

∑_{i=1}^{∞} (-1)^i \frac{a_{i-4}}{i-4}. Si pone f(x) = \frac{x^2-4}{x^2-1} . f’(x) = \frac{(x^2-4)’ 2x
(x+4)}{(x^2-1)^2}. f’(x) < 0 per grande.

Si conclude che a  / n è decrescente. è chiaro che a_{n-4} / n → 0

Dunque ∑_{i=1}^{∞} (-1)^i a_i converge per il criterio di Leibniz.
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Costruivamo series della seguente forma, detta serie di potenze.

Siano z0   IR, (saw una successiva. ∑ k=0 a_k (x-x0)^k e^k

Per vari x   IR.

Esempi - ∑ k=0 (x-3)^k / (k+1) e^k  x0=3, a_k= 1/(k+1).

• ∑ k=0 ∞  (-∞, 0), a_k= 1/k!

Il primo esempio converge se |x-3| <1, per il criterio con la same geometrica, (x-3)^k, ma se |x-3| >1, la
serie non converge perché |x-3|/1→ ∞.

Il secondo esempio converge per tutti x   IR, per il criterio del rapporto.

Teo una serie di potenze (x) converg per tutti x   IR (i) o esiste r   [0, ∞) t.c. la serie converge
assolutamente se |x-x0| < r e non converge se |x-x0| > r.

dim). Supponiamo che la serie converga per alcuni x, e non per altri.

Sostituiamo x-x0 an x, basta considerare la serie ∑ a_k x^k.

Supponiamo che la serie converga per un x,   IR.

Allora la serie converge anche per x=x0 |x0| < |x0|. In effetti, anche la serie converge per x=x0, a_k
(x0)^k → ∞ e → limite, da czo.

Ora sia |x| < |x0|< 1. Applichiamo il criterio della radice e A_x.

Habiamo lim (a_k x^k)^1/k= lim (a_k^1/k |x|)= |x|/|x0|< 1. Dunque A_x converge.

D'altro canto, sta x2   IR per cui la serie non converge. Se |x| > |x0|, la serie ∑ a_k x^k è diverge, se ∑
a_k x^k dove esse converge, per l'argomento precedente, dunque converge pure ∑ a_k x^k
contadittamente.

Sia a_k   IR per tutti x   IR, p= |x| ≤ 5, ∑ a_k x^k converge?

L'insieme non è vuoto (de 0) e is limitato superiormente da |x0|.

Ripetendo gli argomenti analoghi, si dimostra che la serie converge assolutamente se |x|< r e non
converge se |x|> r. (si prende B|x|< r<1).

E' detto la raggio di convergenza.

Esempio ∑ k=0 (t-3)^k / (k+1)   Il raggio di convergenza è 1.





AM1 Lezione 6 Convergenza di funzioni             2025.10.02

Spano sviluppa un successivo di funzioni: fù:x→IR, f:x→IR.

Teo. Supponiamo che {fù} siano continue su X e converge a f in forma punto. Allora

f è e continua su X.

(dlm) Siamo to X, ε>0. Dobbiamo trovare δ>0 x.c. per tutte x X, |x-x0|<δ, vale

|fù(x)-f(x0)|<ε.

Siome fù converge a f uniformemente, esiste N N x.c. per tutte x X, n>N,

|fù(x)-f(x)|≤ ε/3. Siome fù è antinuare, esiste δ>0 x.c. per tutte x X,

|x-x0|<δ, vale |fùn(x)-fùn(x0)|< ε/3.

Om, con lo stesso δ, se x X, x-x0<δ, vale

|fù(x)-f(x)-fùn(x)+fùn(x)|=|f(x)-fù(x)+fùn(x)-fùn(x)|< ε.

(Non) esempio: {x X}. X=[0,1] , converge a f^{(1)}(a)=0, x→l, punto in a

n una uniformemente. Infatti, e se f(x)=x^n sono continue, N limite

fù(n)≠f(n). Per a=x [0,1], lim n→∞ fù(n)=0. ϵ>0 fù.}

→1 per n→∞. N ultima parte, ∫α βfùdα=∫α βfùdα=∫α βfùdα=∫α βfùdα.

Teo. Siamo ab IR, a<b, {fù}, fù: [a,b]→IR, continua, fù:[a,b]→IR.

Supponiamo che {fù} converga a f uniformemente. Allora ∫α βfùdα=∫α βfùdα.

d. n si ε>0. Per la convergenza uniforme, esiste N N x.c., per tutte x [a,b], e

n≥N. Vale che |fù(x)-f(x)|≤ ε/2. Allora, con lo stesso N, per n≥N,

|∫α βfùdα-∫α βf(x)dα|=|∫α β(fù(x)-f(x))dα|≤∫α β|fù(x)-f(x)|dα≤∫α βε/2dα=ε/2(β-α). Questo dimostra che lim
n→∞ ∫α βfùdα=∫α βf(x)dα.

----------

Serie di funzioni

Sia {fù} una successiva di funzioni. Come serve numeriche. Si può considerare

la successiva ∑ n=1^∞ fù delle funzioni, che si dicono serie (di funzioni).

Si definisce convergenza puntuale/uni·fome per la serie come la convergenza di {∑^n fù}. 

Teo. Sono {fù} funzioni continue su X. Supponiamo che {∑^n fù} converga in uni·fome.

Allora ∑^∞ fù è continua su X e ∑^∞ fù/dx=d/dx∑^∞fù/dx=∑^∞ d/dxfù/dx.



Essaya! Studare la annagosa 

   (confinto con l'integrale)

   (rapporto)

Studare la annagosa semplice/ assoluta

  ∑(i=1 to n) k  (√a+2 - √a+1 )

Dire per quali valori di λ la serie converge.

  ∑(n=1 to ∞) √(k^2 + 1)

  ∑(n=1 to ∞) (d+1)^k / (k^2 + 3k + 1)

  ∑(n=0 to ∞) 1 / (k+1)^k





Sia funzione definita in (x−p, x+q), e differenziabile in tutte queste

Allora possiamo considerare la fonte X→−∞f′′(x). (x−x0)ξ

Supponiamo che esista A>0 x.c. |f′(x)|<A|x−x0| per x (x0−p, x0 +p).

Allora si ha f(x)=∑∞n=0 H( )a(x0) (x−x0)ξ

(din). Per la formula di Taylor con resti di Lagrange (Spesiv 1, p. 6,4).

esiste c tra x0 e x.c. f(x)=∑∞n=0 H( )a (x−x0)ξ + resti(c) (x−x0)ξ.

Per l’ipotesi,∫0tirare(n) (ξ)≤ (A|x−x0|n+1)(n+1)→ 0 per n→∞, ossia f(n)=∑∞n=0f(n) (x0)(n+1)!.

Esempi f(x)=e^x. f(n)(x)=e^x. |f(n)(x)|< e^x. Dovre e^x=∑∞n=0 x^n/n!.

sinu=∑∞n=0 (ξk)nk x2k+1.

cosx=∑∞n=0 (ξk)n nk x2k+1.

1/(1−x)=∑∞n=0 x^n (|x|<1).

1/(1−x)^2=∑∞n=0 n+1 x^n=∑∞n=0 (n+1) x^n.

1/(1+x)^2=∑∞n=0 (−1)^n(n+1) x^n=∑∞n=0 (−1)^n(n+1) x^n.

oare x=∑∞n=0 ( (ξk)nk x2k+1.

1/(1+x)=∑∞n=0 (−1)^n x^n.

loga(1+x)=∑∞n=1 (−1)^{n+1} x^n/n.





se f(x,y) rappresenta la pressure atmosférica, gli insiemi di livello sono noti come isoone. Se f(x,y)
rappresenta l'altezza dal mare si chiamano isoipse.

R^n e la sua topologia

Se scrive X = (x1, .. , xnun)   R^n, Y = (y1, .. , yn), Z = (z1, .. , zn), ecc.

R^n si può considerare come uno spazio vettoriale.

Se x, y  R^n, a  R, si definiscono x + y = (x1 + y1, x2 + y2, .., xn +yn), a * (x1, x2, .., xn).

Se può prendere la base canonica. R, R^2, .., R^n, (0,0),.., (1,0),.., (0,1),.., (0,..,0).

Per x  R^n si ha x = x1 e + x2 e2 + .. + xn en = ∑i=1, n xi ei

Siamo N = (u1, .., un). W = (w1, .., wn)   R. Il loro prodotto scalare è

V·W = V1W1 + V2W2 + ... + VnWn - ∑i=1, n Vj Wj. (<W,W>)

- Toge delle segmenti proprietà: V·W = W·V, (V + W)·W = V·W + W·W, (aV)·W = a (V·W) - v·w ≥ 0. - 0 se
è solo se W=0 - (0,..,0)

Si dice la norma (lunghezza di v   R^n) r modo ||v|| := √V1i + . . . + Vn^2. Se n≥2, W = (a1, .., an). ||W||=
√a12 + a22 +. . . + an^2 è sufficiente la lunghezza

del vettore.

Siamo X, Y   R^n. La distanza di due punti è definita da

|x− y|. Se noti che x− y è il vettore che va da x a y.

Esempi: In IR, x= (-1, 2), y = (0, 3). |x−y| = √(-1)^2 + (2−3)^2 = √2.

In IR3, x=(-1,2,1), y= (0,3,-1). |x−y|=√(1)^2 + (2−3)^2 + (−1−(−1))^2 = √6.

Lema (Cauchy-Schwarz). Per x, y   R^n valore |x·y| ≤ ||x||·||y||.

dmg) Sto x   R, ||x + y||2 = (x + y)·(x + y) = x·x + x·y + y·x + y·y = y·y + 2x·y + ||x||2 0. Come la funzione di
x, stessa {x·x}= ||x||2.||y||.

Lema (disuguaglianza triangolare) Per x, y   R^n valore |x + y| ≤ ||x|| + ||y||.

dmg). (X−Y)2 = |x2− y2|2 = |x2|2 + 2x· y− y· y|2 ≤ ||x||2 + 2||x|| 1· y|| + (||x|| + ||y||)2. Per questo ||x− y|| si
può usare come la distanza in IR^n.
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[x,y]: x^2 - y^2 = c   | c | < c < 0  | c = 0

Insieni apemti e chiasi

Siamo   >  1 ,  2 ,  3, ... Siete limtano fferma di x e di magio y.

L'insieme   e {x   : y  } y = |x| - 2|x| < r

Siamo   in  ', x    . x è delto un punto interno di Ω se

esiste r > 0 x.c. Br(x)  Ω.

Ω   ' in sidice insieme aporose se tutti x  Ω sono punti interni.

Esopry/lemma Siamo   , r > 0. Allora Br(a) è aperto.

diseg. Sta    Br(a). Per definizione, (lax- all x). r.

Provandocalle < r - 1- ||x - y||. Allora Br(x) ≤ Br(a). 

Infatti, per ogni y   Br(a), vale che ||y - x|| < r - ||a - x||. Allora segno che ||y - a|| = ||y - x + x - a|| ≤ ||y - x|| +
||x - a|| < r-||a - x|| + ||x - a|| = r. Dunque y  Br(a). 

Questo dimostra che ogni y   Br(a) è interno.

Def Ste {x(t)} = una successione in   . Ossia, per ogni t  ,

x(t) = (x(1), ..., x(n))     . Sia    di  .

Se dice che {x(t)} converge a x     . per ogni ε>0, esiste K  .c. possessi |x(t) - x| ≤ ε.  Scrive l'uvaе ×(a) o,
oppure {x(t)} a. ∞.

Equivalente, {x(t)} converge a ο      se e solo se por ogni ε > 0, x(t)   Bε(a) definitorio.

Ricordiamo che ||x||   √Σj=1^n xj^2. ||x||^2→0 ( per k→∞) se e solo se

per tutti j=1,...,n, vale che xj→ 0 ( p→ ∞-∞). (Inoltre, lim t→∞, ||x(t)||^2   ||x(t)||).

in particolare, {x(i)}      converge a x      se e solo se per tutti j=1,...,n

xj→ 0 , per k→ ∞.

Def. Sta Ω     . Ω è detto chiuso se, per tutte le successioni {x(i)}   Ω

convergente a a     , vale che a   Ω.

Tero Sta Ω     . Ω è atto se e solo se Ω'=    è chiuso.

Dim) Supponiamo che Ω è dimostrato che Ω' è chiuso per assurdo.



Dunque supponiamo che esista {x} che sia x appartenente a Ω, x→Br(4) cioè che.  

Supponiamo che esista, esiste v > 0, ed B(v) presso K- n è perc. X valide {x} e –3.  

Il {x} = Br(4) quindi è contraddittorio.  

Dalla parte, supponiamo che l’ sia chiuso e dimostrando che l’è aperto, per assurdo.  

Dunque supponiamo che, esiste a   Ω x c. per tutti r >0 non vale che Br(4) c.  

ossia Br(4) un è vuoto. Allora, per ogni k   N, si può prendere un punto  

x(t)   B(t)(a). ≥ Ω c.  

Supponiamo |x(t) – a| ≤ x(t), si ha che x(t) — a, le — oo  

Dalla parte, si verifica {x(t)}} c. se che a   Ω per l’ipotesi. Contraddizione.

Esempi In IR3 (a1, b1) x (a2, b2) = (x1, x2)   R2: a1 < x1 < b1 e a2 < x2 < b2 è aportor.  

[a1, b1] x [a2, b2] = {x1, x2}   R2: a1 ≤ x1 ≤ b1 e a2 ≤ x2 ≤ b2 è chiuso  

(in IR2, {x1, x2}): λ1 = a1 è chiuso                   

Sarà Ω  IR2: {x1, x2} class un punto di accumulazione se esiste {x(t)} c. Ω x c.  

{(per t→∞)}. Unicamente x(t) → a, val. e o {v(t)} – a, le –  x.  

Limiti di funzioni e continuità  

Siano Ω c. IR2, lớn un punto di accumulazione di Ω. f: Ω → IR.  

Det. Si dice che l   IR è il limite di f per x che tende a x0 se  

per ogni successore {x(t)} c. Ω, x(t) → x0, val. che f({x(t)}) → e, per t→∞.  

(si considerano anche casi in cui l = 00 con una definizione analoga).  

Limite x→x0 f(x) = e.  

f(x, y) = x^2 y. Ω = IR2.  

Se x → x0, {x(t)} → 0. Infatti, {x(t), y(t)}   c. {x(t), y(t)} → 0.  

Allora x → 0, ma {x(t)} → 0, {x = y} = 0,  

f({x(t)}):  x / 2x^2 → 0 IR2: {0,0}. Min ha H limite per x → (0,0).  

Infine, {x(10)} → (0,0) e f({x(10)}) → 0, manete {x / y} → (0,0).  

Det. {x(t)} → (0,0) e f({x(t)}) → 0 quindi. {x / y} → (0,0).  

Det. è: {x(t)} → IR2: si dice continua in x0   IR2 se, o se move elementi di accumulazione,  

lim x → x0 di f(x) = f(x0).



AMZ Lesione 10 2023.10.13

Ricordiamo per le proprietà di E u F, un punto di accumulazione di E (esiste l'equl.), x^n-> x^{(n)}-x^0

- Ssono E, f; lim_{x-> E} f(x) = e siggnfica che, po tutta seq(ax) in lo, il lim_{x-> E}x^n valido che l'unico
f(x) = e.

Molte proprietà del limite seguono da quelle di successiva.

Ssono lim_{x-> y} 0, lim_{x-> y} g(x) = y. Allora

- lim_{x-> y} (f(x) + g(x)) = lim_{x-> y} f(x) + g(x) = e + m = lim_{x-> y} f(x) + lim_{x-> y} g(x), f(x) g(x).

- lim_{x-> y} f(x). g(x) = (lim_{x-> y} f(x)) (lim_{x-> y} g(x)).  

- Se m ≠ 0, lim_{x-> y} [f(x)]^{a} = (lim_{x-> y} f(x))^{a}.

Ssono Ω    _{y,} y_0    . Se sso ha un punto di accumulazione, si dice un punto isolato. Allora esiste δ > 0
t.c. B_{δ}(x) ∩ Ω  = {x}.

Ricordiamo che f:Ω →  _{1} se dice continua in Ω se, o No è isolato o lim_{x-> x_0} f(x) = f(x_0).

Teo f è continua in in se e solo·se per ogni ε > 0 existe δ > 0 s.c. per tutti x   B_{δ}(x), val de |f(x) - f(x_0)|
< ε.

dim. Sia f continua in No. Ci sono due casi: se x è isolato, allora sono 0→ dove sopra. Per esempio,
usando quel. allora   |Bord) significa x - x_0, doncunque |f(x) - f(x)| = 0 ≤ ε. Sia No un punto di
accumulazione. Per assumpiamo che, esiste ε > 0 x.c. per tutti δ > 0, no esiste x   B_{δ}(x_0), f(x) - f(x_0)
≥ ε. Allora per ke   prenderanno un tale δ > B_{x0}, δ≠ x_0. x_{k}→ x (per k→ ∞) però |f(x_{k}) - f(x_0)| <
ε, contraddicte l'ipotesi. Viceversa. Sia {x_{k}} in  , x^{(k)} → x_0, y^{(k)} → x_0. (Per δ > 0) esiste k     s.t.
per tutti k > val de |f(x_{k}) - f(x_0)| < δ. Per l'ipotesi, per k > k, |f(x_{k}) - f(x)| < δ. Siaore {x^{(k)}} è
arbitraria, quest diamostra la continuità di f in x_0.

Sia Ω    ; f:   →  .

Scriviamo in f ≡ f(ε) := {f(x): x   Ω} = {x    : esiste x  Ω, x.c. z = f(x)}.

Se abbiamo D    , g: D →  , f( )   D.

Allora posiamo definire la funzione composta g   f(x) := g(f(x)), detta su  .



Tea Saxon Ω C 14<sub></sub>, f : D → R, g : D → R, f(z)<sub></sub>  D, xd   Ω. Supongano che f sia
continua in Ω e f sia continua in Ω<sub>f</sub>. Allora f<sub>0</sub> è continua in Ω<sub>0</sub>. Sia
ε>0. Per continuità di g in μ<sub>0</sub> di f(μ<sub>0</sub>), esiste δ>0 s.t. per tutti z   D
|z−f(μ<sub>0</sub>)|<ε. Per continuità di f in xe (rispetto a δ>0), esiste δ>0 d.c. per x   D,
|x−x<sub>0</sub>|<δ, vale che |f(x)−f(x<sub>0</sub>)|<δ'. Puno xe = f(x), concludiamo che, per tale
x<sub>1</sub> valore |g(f(x<sub>1</sub>))−g(f(x<sub>0</sub>))|<ε..

Def. Si dire che f : D → R è continua in Ω<sub>Ω</sub> quando f è continua in tutti x   Ω<sub>Ω</sub>.

Corr. Siamo f : D → R, g : D → R, f<sub>0</sub>   D, f<sub>0</sub> continua. Allora g è f<sub>0</sub>
continua.

Esercizi Studiare il dominio naturale e il limite.

• (μ<sub>0</sub>) : (a,b)<sub></sub>(0,10) a−> y/2 (definito per x<sub>0</sub>≠0)

• (μ<sub>0</sub>) : a<sub></sub>(−∞,0) → 100/√(x−7)

• x<sub>0</sub> si y / x<sup>2</sup>+|x|

• [a, b]   R : x + y = 3 è aperto / chiuso / nessuno.

• Il dominio della funzione f : x<sub>1</sub>(x) = √(2x−z) / y−1 è aperto / chiuso / nessuno.
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Def K e R in si dice compatto (sequenzialmente) se ogni successiva [x^n]ink

almette una sotto successiva convergente ad un elemento in K.

K e R si dice compatto se esiste r>0 a.e K e B(r), 0\le(0)....0).

In esempio Br(a) non e compatto. Infatti, si può prevedere a+(r-2)a-(a-0) >d(4)

{(x-1): x > 0}  non e' limitato.

Ted (Borzano-Welstrass) K e R è compatto se e solo se e e limitato e denso.

diw). Se K non e limitato, si può prevedere |x^n| n<1/|x^n|-∞ dunque K non e compatto.

Se K non e denso, allora esiste x[4] sua nK, convergente in modo d [4] e <K. K non e compatto

viceversa, sia K chiuso e limitato. sia {x^n} una successione in K.

Ossia x^n = (x^n-....x^n) per n=1..N. Per il teorema di Borzano-Welstrass,

{x^n} una successiva limitata, ha una sottosuccessiva (x^n_j) che convergead

{x^n_j}

Si ripete il processo per n-1,compunti, e si ottiene una sottosuccessiva [x^n_j] (per leal),

di cui tutti component sono convergenti, dunque convergente, ad x (elR).

Storica e K e denso, x^k e K. così K è compatto.

Weierstrass

Corne in R^4

Finora abbiamo constatato funzionari da I^p in IR. Si possono convergenze funzionii in IR in IR   Sse i IR
un'intervallo I=(a,b) , (a,b) o simile.

Una funzione f: T→ IR si f' può scrivere come f't=f(t)...,f(t+1)...,f(t+1).

e si dice continua se tutti del(t) sono continui. J=1,....n. 

Una funzione continua e si dice una curva.

Esempi  In IR^2, f(t) = (cos t, sin t). t   (- ∞, ∞) e' una curva.

         In IR^3, f(t) = (cos t, sin t, t). t   (- ∞, ∞) e' una curva.

(e in noire) α IDN si dice (connesso(perconvn)). Se ogni coppia di x,y... annette una curva α: [a,b]→Ω  
x.c. f(a) = x, f(b) = y".



Def. Su f:2→IR. Un punto to se Q si dite punto di massimo globale (assoluto)

se por tutto t IR, vale che f(t)≤f(q). 

f(q) (il valore) si dice il massimo globale (assoluto) di f.

Teo (Weierstrass) Sta K IR compatto, f:K→IR continua. Allora f’neatte un massimo e un minimo , e ±∞, ≠
0.

dim). Dimostriamo il caso di massimo. In f(k). si prende {f(x)} x K → supf(k).

Allora per ogni k N si prende χ(n)   K x.c. f(χ(n)) →Yα.

Per la compattezza, esiste una sottosequenza {f(χ(n_i))} convergente, a ρεK.

Per la contrarietà di f. lim→∞→f(χ(n_i)) =f(χ(n)).

Dunque f(x)→supf(k). f’neatte il massimo in x e f(p)→∞..

Teo Sia IR convesso, f:Ω→IR continuo. Allora f(Ω) IR è connesso.

dim) Sta o, y f(Ω). Allora esistono w, v Ω ,f(w)=x, f(v)=y.

Per connessità di Ω, esiste β(t): [a,b]→Ω, β(a)=w, β(b)=v. continua.

Allora β(t): [a,b]→IR è continua, J0β(a) = f(w)=x, f(β(b))=y.

Lemma. Sono f:Ω→IR, β: [a,b]→Ω continua. Allora f β è continua.

dim) Analogamente al caso di g:Ω→IR. Alternativamente, si f(β(t)) [a,b], x*→x [a,b].

Allora lim∞→β(t)=β(t) Ω. e limf(β(x))=f(β(x)). 

· descrivere la curva ϕ(t) = (cos t, sin t) IR?

ϕ(t) = (t3, t3, t3) IR3.

ϕ(t) = (λ, λ/1−x2) IR2, t [-1,1] in IR?.

 (above funzioni composite. f(x,y) = x2y, g(t) = (cos t, sin t).

f(x,y) = x + y−2, g(t) = (t, t2, t3).
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Q: cos'ì si dice connesso se per ogni coppia x,y   Ω esiste una curva r: [a,b] → Ω, con r(a) = x, r(b) = y

Teo (dei grafi zeri). Siano Ω   R^n connesso, f: Ω → R continua. Supponiamo che esistino x, y   Ω, t.c. f(x)
> 0, f(y) < 0. Allora esiste x ≤ z ≤ y t.c. f(z) = 0. (d(um).) Previniamo una curva γ: [a,b] → Ω t.c. f   γ(a) = x,
f(γ) ≥ y, f(γ) < 0. f è a (a,b) → IR è una funzione continua, f(ca) = f(a) ≥ 0, f(cb) = f(b) < 0. Per il teorema
degli zeri (valore intermedio), esiste c   (a,b) t.c. f(c) = 0. Sia z := f(c). Allora f(z) = 0.

(1). Siamo Ω connesso, f: Ω → IR, continua. Allora f(x) è immacolato o opposto di m. Sia x   Ω, inf f(Ω) < x
< sup f(Ω). (se inf f(Ω) = sup f(Ω), f è costante). Allora esistono x,y   Ω, t.c. f(x) < x < f(y). Per il teorema
precedente appreciato a f - λ, esiste x   Ω t.c. f(x) - λ = 0, ossia f(z) = λ. Quando f(z) > λ, ossia Bd(z) di
f(z). (1). 5  è sotto, si na f'(z) = x   Rra, f (f(Ω) è costante } { con ε, f(ε}) < f(Ω). Per λ. , f(f(Ω)) è apporto.
Allora f'(E) ≠ f'(S). c. = f'(E). Ossid. Bd(z) di f(z). (2). 5  è aperto. Si na f'(z) = x   Rra. f(f(Ω)) ècostante } {
con ε, g(ε) = f(Ω). } Per λ. , f(f(Ω)) è apporto. Allora f'(E) ≠ f'(S). c. = f'(E). c è chiuso.



Esercizi'

Dove i segmenti insiemi sono aprti/chiusi/limitiati/connessi

• 2(x,y)   R2, x2 > 2

• { (x,y)   R2: x2+4y2+ y2 ≤ 16} .

- Trovare una rappresentazione come una curva

Calcolare la funzione composta

f(x,y,z) = x+ ye^x.   g(x,y,z) = (x, x2, x3)

f o g

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2.  g(x) = (cos(t), cos(t), sin(t)), sin(t) f(x).

Siano A, B aperti. Dimostrare che A B, A∩B sono aperti.

Ci sono A B, ne M A.  Non e aperto?
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Inn AM1, abbreviamo definito la derivata di una funzione f come f'(x)=lim (f(x+h)-f(x))/h h→0 e dalla
pendenza del grafico di f al punto (x,f(x).

Siamo Ω C^∞ aperto, f:Ω→R, x Ω.  

Gli sono tante derivate in IR^n descritte da un vettore V IR^n.  

Def. (derivata differenziale). Sia V IR^n, |V|=1. Se   (niente limt→0) di (f(x+tv)-f(x))/t esiste, allora si scrive
d/dv (x)=Df(x). e si dice la derivata nella direzione v di f in x.

Esempio Siamo Ω=IR^2, f(x,y)=x^2 y. X =(-1,3), W=(2/ε, 1/ε^2)/|V|=1/(|V|=1).  

X + tV=(-1+ 2t/ε, 3+t/ε^2). Df s'(x,y)=lim t→0 (f(x+tv)-f(x))/t = lim t→0 [(-1+2t/ε)^2 y-(-1)^2 y]/t= (-1+t/ε)^2
-(-1)^2 / t

= lim t→0 t(-1-12/ε+ (t/ε)^2)+o(t) / t = -1/ε.

Oss Per definire derivate differenziali, do. può essere al bordo di Ω se X Ω, x→0

Come i casi particolari, si considerano φ (C,0,-0.1,0,-.0) IR^n.  

La derivata nella direzione φ si dice la derivata parziale rispetto a x  di f in x.  

Si usano i segmenti simboli ∂∂f∂x (m), D∞f(x),  f(x), D^αf(x).  

Sia n≥2, f:IR^2→R. Dif f(x,y)=lim t→0 (f(x+t,y)-f(x))/t è la derivata della funzione f e=(I,101, x+u 1)= (x+t,y)
, ossia, la functione f in cui yè trattato come un costante.  

Analogamente, se f IR→IR, x Ω, D∞f(x) si può calcolare facendo la derivata della funzione t→f(x,t-x),
considerando altri x_j≠x,etc.  

Esempi f(x,y)=x^2-3x+4xy+5 per (x,y) IR^2.  

∂f/∂x= 2x-3+4y, ∂f/∂y= 4x.  

f(x,y)=x^2+3y^2 sin(x-y)  

∂f/∂x= 2x+3y^2 cos(x-y)   

∂f/∂y= 6y+3x^2 sin(x-y)-e^x y^3 cos(x-y).



Fanno alcune considerations funzioni da R^n in R^m o da R^m in R^n.

È possibile considerare anche funzioni da R^m in R^n

(come con cui, una funzione f: R^m → R^n assuma, per x=(x_1,..,x_m), un vettore f(x) = (f_1(x),..,f_n(x))  
R^n.

Ogni componente f_j(x) = f_j(x_1,..,x_m) è una funzione da R^n → R.

Quando m=n, e si considerano Ω   R^n, f:Ω→R^n, f si dice un campo vettoriale.

Un campo vettoriale su R^2 si può rappresentare con un fiocco sul piano.

Esempi - f(x,y) = (x,y).

- f(x,y) = (y,x)

Siamo Ω  R^2, f:Ω→R^2.

Se colleziomano tutte le derive parziali,  f(x) = (∂i f(x),.., ∂j f(x))   R^n, si dice gradiente di f in x. è un
esempio di un campo vettoriale.

Esempi - f(x,y) = x^2-3x + 4x y + 5.

 f(x,y) = (2x-3 + 4 y, 4 x ).

g(x,y,z) = x^2 + y^3 + z^2

 g(x,y,z) = (2x, 3 y^2, 2z).

Oss Siamo Ω  R^2, f:Ω→R^2, g:Ω→R, x  Ω. α R.

Supponiamo che f e g abbiano derivate parziali in x. Si ha

-  (αf(x))=α. f(x).

-  (f+g)(x) =  f(x) +  g(x).

-  (f g)(x) =f(x) g(x) + g(x) f(x).

-  (f/g)(x) = (f(x) g(x) - g(x) f(x))/f^2(x) se f(x)≠0

Nel caso che,  f(x)+ g(x) = (∂i f(x)+∂i g(x)).

In generale, se f e g sono campi vettoriali, lo è f(x)+ g(x). se f, g   R^n.





Per val, |f|^1,1|=1, vale che Dvƒ(x) = lim   ƒ(x+h) - ƒ(x)  

                                    h→0                       t

| f(x)|= lim    |f(x+h) -f(x)| / h

             h→0

                   = lim    |f(x+h)·cosα -                   |

dove α è l’angolo tra  f(x) e x nut. Questi assume il modo tenendo quando α=0, ossia, v e  f(x) hanno la
stessa direzione.

Esempio     f(x,y) = x^2 + y^2,     f(x,y) = (2x, 2y).

Prop.(5) Stamocary, G.g   Ω→ IR, x IR, Ω Ω.

Se f è som differentiabili in Ω, allora lo sono anche αt f e αf.

(2) Stam ωΩ(,start, g:Ω→IR, Ι IR, f:Ω→IR, Ω IR)

Se f è derivabile in Ω(x), e g è differenziabile, allora fog e differenziabile in Ω. Dim/Per εg Ricordando  f:
g(x) = f(x)· g(x)+ f(x)·g(x). Per ipotesi, f(x) = f(x0) +  f(x0)·(x-x0) + o(|x-x0|) per x→x0. g(x) = g(x0)+ 
g(x0)·(x-x0)+ o(|x-x0|) per x→x0. Diseg e     f(x)·g(x) = f(x0)·g(x0)+f'(g(x0))(x - x0)+o(|x-x0|)

g(x) = g(x0) +  g(x0)·(x - x0) + o(|x-x0|) per x→x0.

Mettendo      t=g(x),

f(g(x))= f(g(x0)+f'(g(x0))·f(g(x0))·(g(x)-g(x0))+o(g(x)-g(x0))

= f(g(x0))+f´(g(x0))  g(x0)·(x-x0)+o(|x-x0|) per x→x0.

(\ stile a Teorema 6.22, Espln 1, considerando  g(x) ≠ g(x0) per x≠x0.

Questo dimostra che f·g è differenziabile in x0 e  (f·g)= (f(g)) g(x).

Esempio     f(x,y) = e^x^2 y ≥ 0         e^x^2(x^2 y),    g(x,y) = x^2

 f(x,y)= (2x e^x y, x^2 e^x y) = e^x^2, (2xy, x^2) = e^x^2,  g(x,y).

f(x,y) = cos(x^2)     (x>0).
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Sono    prima f:  → ,   aperto,  0  . (Suppone     generale ma può essere esteso).

Se si ode differenziabile in   0  se  f(x) =f(x0)+f′(x0)*(x−x0) + o(|x−x0|)  per  x→x0

Teo. Se  f è differenziabile in   0  e deriva in   0  e se  Dif.. Dif. sono continue in   0, allora  f è
differenziabile in   0 .

Dimm. Per semplicità  lo dimostriamo per   =2 , e mettiamo   0 = ( 0,  0) ,  f(x,y)

Applichiamo il teorema del valore medio alle funzioni (di una variabile)

 →f(x,  0)  e   →f( 0,  ) , esistono     tra   0,   e   0  e    e   0   .  

f(x,y)−f( 0,  0)=(  ( , )−f( 0,  ) ) + (  f( 0,  )−f( 0,  0) )

=    f( , 0)( − 0)+    f( 0,   ˜  )(   −   0)  (1−   ) 2+ (   −   0 ) 2

quando   ,   →   0,   0 ,   → 0,   →   0.  Per la continuità di      ,   (  ,   )  →   (  0,   0)  (       −   0)           

        totale h( ) =  (  )− (   0)  se   =   (    ) .                                        

f(γ(y)−f(g(x0))=f′(g( 0))(g(x)−g( 0)) se  y=   (   0).    è          ,      =   (   0).

per tutte       .

   (   (g( )) )   (   ( 0))−f(   ( 0))   ( 0) ( − 0)

[        −   0] 

=     (   ( 0))(   ( )−   (   0) )−   (   ( 0))        (   −   0]

=      (   (   0))(    (   0))(   −   0) to     (   −   0).

       (   (   0))(    (   0))(   −   0) +       (   0)     (   −   0)  →           →   0.

Sia   :  →  , differenziabile in   0   ′:   →   

                                        0  (  δ1, ..., δn             differenziabile in   0  .









AM2 Lezione 17 Derivate del secondo ordine                                                  2025.10.28

Def. Sono    ( ^k_m) e: 0→1 per i. t. (V( ^k_m) | v =1|=1.

(i) Supponiamo che Df esiste in un intorno di p.  ( ^k_m) per qualche v>0.

Se Df(0+·+w)= lim_{t→0} (Df(tw)−Df(0)) / t, esiste, si dice la derivata differenziale del secondo ordine o
derivata differenziale seconda.

(ii) In particolare, nel caso  ≡V,  ≡w. si dice la derivata parziale seconda.

Def. (Det. ∂ f/∂xᵢ∂x ) = lim_{t→0} ( Df(α+t·ej)−Df(α) ) / t = ∂ f / ∂xᵢ∂x   (α)=- D_{x } D_{xᵢ} f(α).

(iii) f si dice due volte differenziabile in un intorno di x0 e è differentiabile in un intorno di x0 e tutte le Δf(x)
sono differenziabili in  ^m. Δf=1,...,m.

(iv) Si è detto sopra. Se le derivate parziali di f a x sono esistono e sono continue, f si dice di classe   . Se
esistono le derivate parziali seconda esistano e sono continue, f si dice di classe   .

Esempi: f(x,y) = e^{x }. Δf(x,y) = y  e^{x }. Δ_{x}f(x,y) = 2x y e^{x }. Δ_{x}Δ_{y}f(x,y) = y^4 e^{x },
Δ_{y}Δ_{x}f(x,y) = (2 y^3+2 y) e^{x }. Δ_{x} Δ_{y} f(x,y) = (2 y + 2 y^3) e^{x }, Δ_{y}Δ_{x}f(x,y) = (2 y + 4
y^2 y) e^{x }.

- Sia f(x) = ||x||= √(x  + ... + x_m )  su  ^m. f è differenziabile in  ^m \ {0}. 

Def. (x) = x/|x|. Dir. = (x/|x|). Dir. e = x/|x|. Si e x = x/|x| = -x/|x|. 

- x  = /|x||x|. Si e x = |x|. 

- x _i / |x|. Si e x = x/|x|, La Dir = -x_i /|x|. . . Desc. 1/|x|  < S> J. t.k.

Teo (di Schwarz) Siamo  ^ICM, f:   →  , x0    interno. i:h=1,...,n. 

Supponiamo che f sia due volte differenziabile e Df, D f sono continue in x0. 

Allora D Df(x0) = D Df(x0).

dim) Consideriamo il caso m=0, f(x,y). (x0,y0).

Siamo a 5 punti,  (x) = f(x,y0+s) – f(x,y0). 

Allora  (x ) = D_{x,y0+xS} – Df(x,y0). Per il cambio del valore medio, applied to  , esiste ∂ , 0≤i≤1, λ, c.

f(10+t, y0+s) – f(x0+λ, y0) – f(x0, y0) =  (x0) –  (x).  

Si e x = x0 + x  = x0 + (x1-x0). f eu (x0+x ,y0+s) – f(x0,y0). 

- a_e,0≤i≤1, λ, c.



Analogamente, esistono Ω , Ω , 0 ≤ Ω , Ω  ≤ 1, x, y   R.  

f(x+ x, y+ y) - f(x, y) + s -> f(c x, y+ s) + f(c x, y) = S t D t D x+ x, y+ s.  

Ossta. D t D x(x+ x, y+ y) = D t D x(x+ x, y, y+ s).  

Per t, s -> 0, per continuità da D x D x f e D t D t in (x , y ), i limiti  

tendo a D x D x f (a , y ) = D t D t f(a , y ).  

  

Def   Scr f differenziabile in 2. La matrice  

\[

D^2f(a) =

\begin{bmatrix}

D_x D_x f(a) & D_x D_y f(a) \\

D_y D_x f(a) & D_y D_y f(a) 

\end{bmatrix}

\]

si dice matrice Hessiana  

D^2f(a).  

  

Esempio \ \ f(x,y) = x^3 + xy + y^2.  

Daf f(x,y) = 3x^2 + y, \ D_y f(x,y) = x + 2y.  

D^2f(x,y) = \begin{bmatrix} 6x & 1 \\ 1 & 2 \end{bmatrix}.  

D^2f(2,3) = \begin{bmatrix} 12 & 1 \\ 1 & 2 \end{bmatrix}.  

  

. \ \ f(x,y) = \frac{2y(x^2 - y^2)}{x^2 + y^2} \ \ \ \text{se} \ (x,y) \neq (0,0)  

\ \ 0 \quad \text{se} \ (x,y) = (0,0).  

Da D r f(1,0) \neq D r D f(0,1) \quad \text{Infatti},  

D^2f(x,y) = \ \ \ \left\{ \frac{\sqrt((x^2-y^2) + 2 x y)(x^2+y^2) - 2 x y (x^2 - y^2)}{(x^2 + y^2)^2} \right.  

\left. \ \  \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \  \right\}  

  

. \ \ D_x f(1, 0) = \left\{ - Y, \quad Y \neq 0 \quad \text{} \quad D_x D_x f(1, 0) = - 1.  

\ \ D_x f(0, 1) = \quad \text{se} \ (x, y) = (0, 0).  

\ \ \ \  D_x f(1,0) = \ \ \ \ \ \ \ \ c \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \  \ )}  

\text{Calcolare la Hessiana} \ \ f(x,y) = e^{x^2 + y}.  

D_{x,y}f(x,y) = (1 + y) e^{x^2 + y}, \ D_{x,y}f(a) = (2x + x) e^{x^2 + xy} \\

H f(x,y) = \left( \begin{bmatrix} (y+1)^2 e^{x^2 + y} \\ \  \ \ \ \ \left( 1 + ( y + 1) ( 2 y + x) \right) e^{x^2 + xy}
\end{bmatrix} \right. \\

\left. \ \ \ \ \ \ \ \ \  \left( 1 + ( 2 y + x)( 1 + y) \right) e^{x^2 + xy} \right)  

\]



AM2 Lezione 18 Polinomio di Taylor del secondo ordine 2023.10.30

(Scriptum2) Sez 1.1)

Sta fra una funizione su R, due derivate definite in z0. Allora.

f(x) = f(a)+f'(a)(x-a)+ 1/2  f''(a)(x-a)^2 + o((x-a)^2) per x→a. (Peano)

Siamo Q<IRW, aperto, f:Ω→IR.

Teo. (di Lagrange). Siamo x,y Ω, e supponiamo che N segmento [x,y] Ω.

Supponiamo che f è continua in [x,y], differenziabile su (x,y).

Allora f (x,y) esiste t c, f(y)-f(x)= f(c)·(y-x).   [x,y]= {x+λ(y-x): 0<λ≤1}

dim) Poniamo W= (y-x)/||Y-x||, g(t)=f(x+tV).

(y-x/||Y-x||)  ,   t [0,1]

Allora g è continua in [0,1/y] e derivabile in (0,1/y). Perte Tendenza di Lagrange n0k

esiste c (0,1/y)-x,y). x,y Ω. g(1/y)-g(0)= g’(c)(||Y-x||-0)

T≠x+λ(y-x).   g’(c)=f’(c)(||Y-x||-0)

f’(y)-f’(x)   =   D f(t(a+xV))·(y-x)              =   D f(t(a+xV))·(y-x)

Teo (sviluppo di Taylor del secondo ordine). Siamo Ω, f classe C^2 in un intorno di x0.

Allora f(x) =f(a)+  f(a)·(x-a)+ 1/2  <D^2f(a)(x-a),(x-a)>  +o(||x-x0||)

per x→x0.   (Il resto di Peano).

dim). Poniamo R(x)=f(y)-f(x0)+ f(x0)·(y-x0)+ 1/2  <R(x)(x-x0),(x-x0)>.  

Siccome f è due volte differenziabile, R è differenziabile in Bratos, r>0.

Sia x Br(x0).   Per T+ Tendenza di Lagrange, esiste ξ <x0,x>∩c.

R(x)=R(x)-R(x0)= R(c)·(x-x0)  

D→R(x) = Df(x)- Df(x0)− Df(x0) ·(x-x0)=   -∑ i=1^n D_iDf(x0) (x-x0) + D^2f (x0) (x-x0)·(x-x0).

Perché  <D^2f(x0),(x-x0), (x-x0)>=   ∑_i=1^n   D_iD_j f(x0) (x_i -x_{0,i})  (x_j - x_{0,j})  = Df(x0)- Df(x0)− 
D^2f (x0)·(x-x0).  

Siccome D^2f è differenziabile in x0, se ha   Δ R(x) ≈   (  R(x),(x-x0) )/(||x-x0||^2)   → 0  per  x→x0.

Dunque   lim_{x→x0}   R(x)/||x-x0||= 0

<—>  R(x)= R(x0) +  R (ξ)·(x-x0)

D→R(x)= Df(x)- Df(x0)− Df(x0)·(x-x0)  =  ∑_i=1^n  D_i D_j f( x0) (x_i -x_{0,i})  (x_j - x_{0,j})   +o(||x-x0||).

→ per x→x0.

Esempi /Esercizi: 

Sia  A={ (A_{ij})_{i,j=1}^n }  ,    A      ( ^n, ^n).  A= (∑_{i=1}^n A_{ii},  ∑_{i≠j} A_{ij} ).

D_{a}  ( <A x,x> )=  ∑_{i,j}  A_{ij}  .  

Ω=| ^n|,  f(x,y)= e^{x}  cos y.  Determinare il polinomio di Taylor di

secondo ordine per (0,0).



f(x, y) = e^{3x - y^2}  por x0 = (0, 0)

f(x, y) = x^3 + 2xy + 3x y^2 - 4 y^3,  x0 = (1, 1).

f(x, y, z) = x y^2 z^3  por x0 = (1, 1, 1).



AM2 Lezione 19 Matrici simmetriche (sez. 1.12) 2023.11.03

Sia A= {Aij} un matrice. A si dice simmetrica se Aij=Aji per tutti i j≠i,j. 

Sia A simmetrica la funzione Q(A(n))=ip→R definita da

Q(A(w)=Aii·Aw·(<Aww>)→ → ∑ Aij·Avi·Vj

si dice forma quadratica associata a A.

Def. A si dice

- positiva se QA >0 per tutti v  ^n, v≠0.

- semi-definita positiva

- defiinita negativa

- semi-definita negativa

- indefinita se nessuno di questi, ossia ci sono v,u  ^n. λ· c. Q(A(w)<0< Q(A(w)).

Esempi – A=[ 3 0 2 0] è definita positiva. Infatti, Q(A(w))=∑ji Ajij·Vj·Vj= 3v1^2 + 2v2^2>0

se (v1, v2)≠(0,0).

— A= (-1 7 -1) è indeffinita. Infatti, Q(A(w))≥∑3k=1Aik·Vik^2= Vi^2-4V1V2+ V2^2

Q((1,1))=-2<0< |−Q((1,0)|

Proj – si dice che λ   è un autovalore di A se esiste v  ^n, v≠0 autovettore

corrispondente a λ) x.c. Av= λv.

Téo. se A è simmetrica, A è “diagonizzabile”, ossia

- Esiste una matrice ortogonale O.(x.c. O^T·O=1=O^T,1=( I ),x.c. OUO^T = (1, ,… , n), dove λ1…λn sono
gli autovalori di A.

- Cè una base ortogonale {v1…vn}, ossia vj·Wj= δjr, 1= se j≠r

di autovettori di A.

Téo. sera A simmetrica.

(i) A è definita positiva se e solo se tutti gli autovalori λi di A soddisfano λi ≥0

(ii) A è negativa

(iii) A è semi-definita

(iv) A è indefinita

(dim) Vediamo (i). Sia A definita positiva e sia v un autovettore, con l’autovalore λ.

Allora 0< QA(w)=Av·w − λ1·v·w. Viceversa, supponiamo che tutti gli autovalori





AM2 Lezione 20 EstemiLibri (Epidata 2, Sez 13) 2023.11.2.

Sono scr*, f.  →  , xd e  .

Oss x0 è un punto di massimo locale ⇔ f(x0)≤f(x) per ogni x  , anche se f(x)−f(x0)≤0.

minimo

estemo

maximo

estemo

Sono x0e   interno e f sia (2) in un interno B(x0) per qualche x0, x0 un numero critico di f.

(1) Se H(x0) è definita positiva, allora xe un punto di minimo locale (stetico di f.

(2) negativ

(??) 

Mltifatta

No non è un punto di estremo locale.

(3) per queste ragioni, vole lo sviluppo di Taylor con il resto di Peano, per x→x0,\

f(x)=f(x0)+ f(x0)·(x−x0)+ 1/2H(x0)(x−x0)·(x−x0)+ o(|x−x0|2).

Scrivere un centro, oserà  f(x), a abbrevia

f(x)−f(x0)≤1/2H(x0)(x−x0)·(x−x0)+o(|x−x0|2).

(4) Iscrà H(x0) definita positiva. Allora il autovalore minimo di H(x0)→0.

Sono λ1→→ 2nd gli autovalori di Hf(x0). Allora, abbrevia Hf(x)·(x−x0)·(x−x0)λ1>1/4|x|2ll.

Allora esiste r'>0 x f(x)−f(x)≥λ1/2(|x−x0|2−r'|x−x0|1) >0 per x→x0.

Ossia. x' è un punto di minimo locale.

(??) analogo.

(4) Se Hf(x0) definitura. λ1 >0→λn autovalorer con autovettor V1, ..., Vm.

Allora Hf(x0) Ni·V'i= λiV'i2.

Per x→x' i+1→→ i, abbrevia f(x)−f(x) =λi t2+o(t2) <0 per t piccolo.

Analogamente, per x0=x√u+o3, f(x)−f(x) <0 per t piccolo.

Dunque, che non può essere un punto di estremo locale.

Oss per usare H contenuto, un basta che H(x0) sia semidefinita.

f(x,y) = (y−2x)·(x−x)  = 2x4−3x2+y2.

 f(x,y)= (8x−6y,−3x2+2y). Hf(0,0) = ( 24x −6 y,−6 x)

f(0,0) = (0,0) è un punto critico, e Hf(0,0) è semidefinita positiva, ma (0,0) non è un punto di minimo
locale. Infatti,

f(0,0)=0, f'(x)(0,0)=2/4t>0, f'(x) 1/4(1.5/12)2-4.5/4*2 +2.23/4 0.23

<0.

Quando x0 è un punto critico ma non è un punto di estremo locale, lo si dice

un punto di sella. Per x→i, sett(f'(x) è dirottata, e f'(x)=0, lo è un punto di sella.



Esempio/essonzi: Trova i punti critici e classificali.

- f(x,y) = x^4 + 2y^2 - 2x + 2y - 8.

(x0, y0) = (0,0), (10,0), (-1,0).

H(f)(a,b) = ( -4  0)

                 0  4) ( 50  00  80

                                           00  06  0 6).

- f(x,y) = x^2 + y^3 - 2 y^2 + x^2 y^2 + 2 - 2 y^3 e2.

( x0, y0) = ( 0,0,0), ( 10, 0, 0), ( 10, 5/10, 0).

H(f)(x0, y0) = ( 2  0 ) ( 0  4 )

                               ( 0  0 ) ( 0  - 4  6 ).

- f(x,y) = x^2 - 2xy + y^2 + 1.               f(x,y) = (2x - y , -x + 2y)   | f(x,y)| = ( 2 - 1

( x0,y0) = ( 0,0).                              -1  2.

Eposion 2 P.63 ??

- f(x,y) = x^4 - x^2 y^2 + y^4 + 1,  det  f(0,0) = 0

( a0, y0) = ( 0,0 ).

f(x,y) = x^4 - 2 x^2 y^2 - y^4 + 2 x^2 y^2 + 1 = ( x^2 - y^2)^2 + x^2 y^2 + 1.

( a0) minimo.



AM2 Lezione 21 Insiemi convessi e funzioni convesse  2028.4.06

(Epislm 2 sezi 1-14).

Un insieme    ⁿ di dice convesso se, per ogni x,y  , (x,y)  , 

dove [x,y] = { (1-x)x + xy : t [0,1] }.

Perx  ⁿ, [(1-x)x + xy] si dice la combinazione

convessa da x,y.

Esempi - Per a,b,c,d, a<b<b2, [a,b], [a,c], <[a.1,b]>  ⁿ è convesso.

- Per r>0,     ⁿ,   ∩(0,1)∩  ᵇ( ᵇ) è convesso.

- Per a,b  , ((λ,x))   : λ≥0, λa+bλ   è convesso.

Det. Sia     è convesso, f: → .

- Si dice convessa se, per ogni x,y  , vale che

f((1-x)x + xy) ≤ (1-x)f(x) + xf(y).

In altre parole, la combinazione convessa dei punti (x, f(x)) ( , ) è

sopra + nella combinazione convessa (t)x + ty.

- strettamente convessa se <  per t (0,1)

- strettamente concava

OSS. f è convessa  in solo se, per ogni x,y  , la facette g:t→   deve volte differenziabile:

i) Diffeo semidefinita positiva per tutte x,y   se e solo se f è convessa in  .

ii) se definza positiva 

     , allura 

iii) strettamente convessa.

iv) se e solo se 

    strettamente convessa.

(dim) Sia x,y, g(*)= f((1-x)t + xy). Allora g è due volte differenziabile.  

Infine g(t)=  f((1-x) x + xy). Inatti g è due volte differenziabile.

b)Il t= f((1-x)t + xy). Infatti, g(t)= f o t, due t≠(1-x)+xy.

Ossia {t,t}, -> b(t)=<t(t)> <=(1-x)λ +xy, t= (1-x)λ+xy, (1-x)λn+xy n), quando f^t(x)=(Y -x , -Y -x )= Y -x .

g'(t)= ∑i=1, ↓f((1-x)t + xy)(Y  - y ). Ripetiamo l'argomento e

g''(t)=∑i=1, ∑j>i>0, ×f((1-x)t + xy)(Y - y )(Y -y )= {A}  (1-x)t-x+xy) (Y -y ) . (Y -y ). C(Y-x)].

Per corollario 6.86 di Epislon 1,  f è convessa se e solo se g''(t)≥0 per tutte to



Dunque, g' (t) ≥ 0 per tutti x , x,y se e solo se Hf(1-x)+x+xy è strettamente positiva.

Altre affermazioni sono false.

Esempi / Esercizi . Stabilire se la funzione è concava/cuvversa...

.  f(x,y,z)= x^2 + y^2 + z^2 + xy + yz.           Hf(1,1,2) = (  2  1  0

                                                                     1  2  1

                                                                     0  1  2)

.  f(x,y) = 1 / 1 - x^2 - y^2 .          Ω = (x,y): x^2 + y^2 < 1.

. Δf(x,y) = ( 2x / (1 - x^2 - y^2)^2  2y / (1 - x^2 - y^2)^2)

Hf(x,y) = ( 2 / (1 - x^2 - y^2)  2xy / (1 - x^2 - y^2)^2  1+3x^2-y^2  4xy

                     (  4xy  4xy  1 - x^2 + 3x^2 ))

t(i) Hf(x,y) > 0 .

det Hf(x,y) = ( 4 / (1 - x^2-y^2)^3  . ( 1 + 2(x^2 + y^2) - 3(x^2 + y^2)^2 ) ).  x = x^2 + y^2.

w(t) = 1 + 2z + 3z^2           w(t) = 2 - 6z.     h'(t) ≥ 0 se   x < 3

h(0) = 1, h(1) = 0.                    h(t) > 0 per x  ε ( 0,1 ).

Hf(x,y) > 0 . Stoffa tutte converse.

f(x,y) = 5x^2 + 3z^3 + x^4 + y^6 - 2xy + y^2

 f(x,y) = ( 10x + 4x^2 - 4x - y, 6y^2 - x + 2y)

Hf(x,y) = (  10 + 16x + 12x^2                 1

                          -1                      30y^4 + 2 )

U(x) = 10 + 16x + 12x^2            h'(x) =  16 + 24x. min as x = - 3 / 2 .  h'''(3) = 0 - 12 + 16 > 0 .

det Hf(x,y) > 3 - 2 = 4 > 0 .

t(v) > 3 + 2 = 5 > 0 .                 Stoffa tutte converse.



AM2 Lezione 22 Funzione implicita (Esempio cap 3). 2023.11.10.  

Sia Ω     , f : Ω →   , c    . "f" < (x,t(y))    . si dice l'isocrona d'linea.  

Spesso si usano l'divello curve.  

Esempi:- Siamo α, β    , B ≠ 0, f(x,y) = α x + β y.  

Per c    , vogliamo α x + β y = c definsce y = (c - α x) / β = c(x).  

· Sia f(x,y) = x  + y , Per c > 0, l'equazione x  + y  = c non defiscce una funzione di x, ma localmente, per
esempio per x > 0, definsce y = ±√(c - x ).  

Per c = 0, y = 0.  

Quando qesto è possibile?  

Teo (di Dini in  , parte I).  

Sia Ω      aperto, Ω  →  , (x , y )   Ω. Supponiamo che Df esista e fe.  

Siano continue in Ω e {f y (x 0, y 0) ≠ 0}.  Allora esistono σ, η > 0 e {x 0 - η, x 0 + η}  λ.C.  

f (x 0, e(x)) = f (x 0, y 0) = c (x) per x   (x 0 - η, x 0 + η). Inveite,  

(1)   e è continua in (x 0 - η, x 0 + η)  

(2)   se f è di classe C , allora (x, y)     (D f / D x) (x, y)  per x   (x 0 - η, x 0 + η).  

In altre parole, γ (x 0)  to garantisce l'esistenza locale di funzione implicita e (x),  c.f.  f (x, e (x)) = c.  

(d) Si.a f (x 0, y 0) > 0 (π caso < è analogo) Per la permanenza del segno di:  

D f. continua in (x 0, y 0), esiste σ, η > 0  x.c.D f (x 0, y 0) > 0 per {x 0 - η, x 0 + η}.  

Anche la funzione y   f (x 0, y) è strettetamente crescente. in (y 0 - η, y 0 + η),  

f (x 0, y 0 - η) < c, f (x 0, y 0 + η) > c    Sempre per la permanenza del segno, per la continuità di f ,  

esiste α > 0  x.C. per x   (x 0 − η, x 0 + η), f (x, y 0 - η) < c, f (x, y 0 + η) > c  

e( x 0, y 0)  dà. (per ogni x    (x 0 - η, x 0 + η)), y     f(x,y)  è strettamente crescente,  

esiste un unico e (x)  x.c.  f (x, e (x)) = c.  

(3) Sì ripete l'argomento per (x, y)  a punto di: (x 0, y 0)  

e al punto di  Si ottiene δ  x.C.  @ (x 0 - η, x 0 + η) e  (x 0 - η, x 0 + η)  

Pern... (x 0, y 0)  (x 0, y 0)  (x 0, y 0)  

Sia f classe C (Ω).  Sia e(x 0 - η, x 0 + η), h piccolo.  

Allora, per il teorema del valor medio applicato a a f sul segmento [(x, e (x)), (x + η, e(x))]  c.k.  0 < f (x, e
(x + η)) - f (x, e (x))  =   f ( 50, y 0) · (h, e (x + h) - e (x)).  

Perché  e (x+h) - e (x)  = (m  m  m) (x+h) - e (x).



OSS. Una volta stabilite l'istanzia di e(x), prendiamo definite q''(x) se f'è di C^2.

Infatti, q''(x) = d/dt (D f(t, e(x))) / (∂f/∂x, e(x))

= (D^2 f(x, e(x))) + D_x f_1(x,e(x)) e'(x) D_x f_2(x,e(x)) e'(x) + D_x f_3(x,e(x))

D_x f(x,e(x))^2

Analogoamente, se f è di classe C^1, lo è anche q.

OSS. T

Moì di x e y si possemo scambiare.

Def. Sinal x,y? f: R  -> R, f di classe C^1. (x, y)   R  e quindi un punto regolare se

 f(xo,yo) ≠ 0, singolare se  f(xo,yo) = 0

se  f(x,y)=0, allora o Da f(x,yo)→0 o D f(x,yo)→0

Dunque si può trovare x(t) t.c. f(x(t))=f(x,yo) per t  (-r, r)

f'(t) è la ritta tangente all'istante di livello P_a, c=f(x(0))

Tgnc (dici Dini parte I).

 f(x(t)). y'#(t)=0. In particolare,  f(x(t)) è ortogonale alla ritta tangente

(din) se Df(x(t)). y'(t)=0, si puòde f(t)=t-x0, e(t-t0).

Per defintione, f(x(t))=f(x,yo)

la ritta tangente è data da Df(x0,yo)(x-x0) Df(x0,yo)(y-yo)=0

Esempi - L-R , f(x,y) = (x/3)^3 + (y/2)^2 e ancora >0.

Prendiamo c=1.  f(x,y)= (x^2/a, 2y/b) ≠ 0 per tutti (x,y)≠(0,0).

Sia (x0,yo) x.c. f(x0,yo)= 1.  yo > 0.

Abbiamo y=b/[1-(x^2/a)]

Esercizi Trovare l'equazione per la funzione e(x) o y(x) x C. f(x, y(x))=4 o f(x,y)≠4, dove f(x,y)?= x^2 y,
(-∞, ∞) x (10, ∞).

Determinare l'equazione della ritta tangente alla curva di livello nel punto (2,1)

• f(x, y) = x^3 - 3x y^5 - 2 y

• f(x, y) = (x-y) log(e + y - x^2 + 2 y) - 1.
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Abbiamo visto come trovare i punti di estremo di una funzione su un dominio aperto.

In pratica, si consideravano problemi di ottimizzazione sotto vincoli.

Per esempio, qual è la forma di una latta (magro o alto) con la minima area

col volume 33cl? (minimizzare 2TV^2 + 2TVH sotto 2TV^2=33).

Def. Siano Ω   IR^n, aperto, Π Ω, f:Ω→IR. (P si chiama un nucleo)

Un punto x0? si dice punto di s massimo locale di f vincolato a Π se esiste

un intorno U(→Br(x0)) x, c. f(x)   f(x0) per x U∩Π.

Si dice un punto di s massimo globale se f(x) f(x0) per x Π.

Spesso si considera Π = Π = = 8Ω0= C per qualche q: IR→IR.

Esempio Trovare i punti di massimo/minimo di f(x)=3x+4x+1 vincolati a

Π={x,y IR? 2x+4y=36} (ellisse).

In questo caso, Π si può scrivere come una curva

r(t) = (2 cos t, 3 sin t), t [0,2π], e studiare i punti di estremo di:

f (r(t)) = 3(2 cos t)+4(3 sin t). Si può studiare con la derivata.

(−2√3 / √15, 5/√15), (−2/√15, −√3 / √15).

Se Π vincolo è più complicato e non si può scrivere esattamente come una curva?

Teo. (Moltiplicatori di Lagrange) Siano Ω   IR^2, f, g di classe C(1) , in IR,

un punto regolare di g ( g(x0), x0 ≠ 0). Se (x0,y0) è un punto di estremo locale di f

vincolato a Π={x: g(x)=c}, allora esiste λ IR x c.  f(x0,y0)=λ g(x0,y0)=λ

si dice il moltiplicatore di Lagrange.

dìm Per il teorema di ieri, esiste λ (x) su (−σ,σ) per qualche σ>0 x c. g(x0,y0)=c.

Allora, si può f (x,t) assumere un punto estremo in t≠0, si la

∂/∂tf(r(t))= f(r(0))·h(t) = f(t10,y0)≠0,  f(t10,y0)≠0.

Allora  f(r(t0)) e  g(r(0)) sono ortogonali a H(t)≠0 e devono essere paralleli.

Come nel caso di esterni liberi, l’equazione  f(x,t0)= g(x0,y0) g(x0,y0)=c

(3 equazioni per 3 variabili x0,y0, λ) dà condizione di punti di s (massimo/minimo vincolato).
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Funzioni implicite si possono definire anche in IR.

Esempi. Uno di 3, di IR. f(x,y,z) == α + βx + γz. Per c   IR.

f(x,y,z)= definire  x → x  = ( -α - β - γ) / c − α − β

- sia f(x,y,z) ≥ c  + y  + z . Per c > 0, f(x,y,z) = c definisce

x  = ± √(c − x  − y ). Si nota che spessore [c)→ (f(x,y,z)) = c (è una superficie.

- leò .(d)ri Dinni in IR 

Siano Ω   IR  aperto, f : Ω → IR. (x ,y ,z )   Ω, f èz continue in Ω.

Supponiamo che f(z ,y ,z )=0. Allora esistono un intorno di (x ,y ,z ) in IR ,

z    c! : u → (z −z, z  + z)  x.c. f(x ,y , c(z ))

per (x,y)   u. Intuit, 

(i) c è continua in u

(ii) Se f è di C’(Ω), allora c   C’(Ω) e si ha per (x,y)   u

x (x,y)= − Dxf(x,y), c(x,y)  , Dyg(x,y)= − Dyf(x,y), c(x,y). 

d*n) Analogo a quello in IR .

Oss. Se f di d. C’(Ω), allora c   C’(Ω).

x → Df (x,y,z) ≠ 0, allora scambiamo i valori di d. y,z, si può trovare una funzione k di due variabili x.c. f(x,
c(x,z),z)=f(x,y,z) o simile.

(Se Dy(x,y,z) ≠ 0)

Esempio : f(x,y,z) = x  + y  + z ,  c= q. (x ,y ,z ) = (0,0,3)

f(x,y,z) = √(9−x −y ). In fatti, ∫(x,y,z) dy (q(τ|)) = x  + y  + (9 - x  − y ) = q.f(x,y,z).

 

Estendi vulnerabili (con uno modo) in IR 

Come ottavano usts, se g : R → IR,  si può considerare u na super superficie. Per, Ω   IR,  si può
considerare i punti di cui una di f vincolata a τz.

Sia (x ,y ,z )   IR e supponiamo, per fissare l’idea, che D g (x , y , z ) ≠ 0.

Prendiamo c(x,y) come nel lavoro di Dinni, e si considera la funzione Φ(x,y)= (x ,y, e(c(x,y) )   IR . Per
ogni y, fisso x → Φ(x,y) è una curva e DΦ(x,y) = (1,0, Dν(x,y)) ≠ 0. è un vettore tangente a x,y.
Analogamente,

D y Φ(x,y) = (0,1, Dν(x,y)) ≠ 0.



Consideriamo x = \bigtriangledown \left( \bigtriangledown (x,y) \right), per la regola di estensione,
\bigtriangledown \left( \bigtriangledown (x,y) \right)=0. 

y = \bigtriangledown \left( \bigtriangledown (x,y) \right) 

Dunque \bigtriangledown \left( \bigtriangledown (x,y) \right) è ortogonale al piano tangente di
\bigtriangledown in (x,y), \bigtriangledown \left( \bigtriangledown (x,y) \right) \in \mathcal{C}^1
(\bigtriangledown \left( \bigtriangledown (x,y) \right))=0. 

(Teo (wotplurazion di Lagrange).) 

Siano \mathcal{C}^1 \text{aperto}, f.g.: \bigtriangledown i.1 \to \mathbb{R}, c.e.r., (d...), \bigtriangledown
\Omega \subset \mathcal{C}^1 , \bigtriangledown c' (\Omega). 

Se \bigtriangledown g(d.10, \dots) \neq 0, e se (d.10, \dots) \text{ è un punto di } \text{un loco di f
vinculato a \Omega,} \text{allora } \lambda \text{..} \bigtriangledown \lambda \text{...} \text{c.}
\bigtriangledown f(d.10, \dots) = \lambda \bigtriangledown g(d.10, \dots). 

\text{Dunque} \text{Analogamente, con} \bigtriangledown \left( \bigtriangledown (x,y) \right):
\bigtriangledown \left( \bigtriangledown (x,y) \right) \Rightarrow \bigtriangledown f \left( \bigtriangledown
(x,y) \right): \big 1 \bigtriangledown \text{D}\left( e(x,y)\right)=0. 

\text{Esempi / esercizi} \text{Trovare punti di massimo/minimo vincolato di f a \mathcal{c} \text{g}, \text{d} :

\Omega= \mathcal{R}^3, \quad f(x,y,z)= x-3z, g(x,y,z)= x^2 + y^2 + z^2, \quad c=4. 

\bigtriangledown f(x,y,z) = (1, 0, -3) \quad \bigtriangledown g(x,y,z) = (2x, 2y, 2z). 

Se \quad x_0 + y_0 + 4 z_0 =4, \bigtriangledown (x_0, y_0, z_0) \neq 0. \text{Se consider.} 

x_0^2 + y_0^2 + 4 z_0^2=4, (1,0,-3) = \lambda (2x, 2y, 2z). 

\lambda=0, \text{non è possibile}. 

x_0=0, \quad \lambda= \text{22x0, -3} = \lambda. 

(x_0,y_0,z_0) \equiv \left( \frac{45}{15}, 0, - \frac{45}{15} \right), \quad f( \frac{45}{15}, - \frac{45}{15} , 0)=
\frac{45}{15} - \frac{45}{15} = 0. \quad f - \frac{45}{15} \bigtriangledown \frac{45}{15} - \frac{45}{15}  \quad
f-\bigtriangleup _{15} \quad f - \frac{45}{15} - \frac{45}{15} = \sqrt{13}. \quad \text{Pr} \text{è compiuto.} 

. \text{ Misurare} \text{il volume della pascara con} x \times y \times z \text{avendo a disposizione}
\text{piastralle} \text{per } \alpha (m^2). 

x,y,z \ge 0. 

f(x,y,z) = y x z, \quad g(x,y,z) = x^2 + y^2 + 2 xy = z^2. 

\bigtriangledown g(x,y,z) = \left( y,z, x+z \right). \text{Se} \text{ha} \text{per un punto critico, (x_0,y_0,z_0)}.

x_0 + y_0 + 2 y_0 = 2 z_0 \quad (x_0 + 2 y_0) \text{,} \quad 2 x_0 + y_0 + 2 y_0 \quad (x_0 + 2 y_0).
\quad \text{Se} \text{ha} \text{per un punto critico,} \quad (x_0,y_0,z_0) \quad \text{t\text{rat} \text{} \quad}
 2 x_0 + 2 y_0 = 2 z_0. \quad \text{Se} \quad (x_0,y_0,z_0) 

x_0 + y_0 + 2 y_0 = 2 z_0,  \text{ (x_0,y_0,z_0)} \text{.} \quad \text{Se } x_0 + y_0 + 2 y_0 = 2 z_0

x_0 + 3 y_0 = 2 z_0. \quad x_0 + 2 y_0 = 2z_0, \quad (x_0 + 2 y_0) = (x_0+2 y_0) \text{ has} \quad the
\text{per un punto critico,} \quad (x_0,y_0,z_0) = \left(\frac{13}{74}, \frac{13}{74}, \frac{13}{74} \right).
\quad f \left(\frac{13}{74}, \frac{13}{74}, \frac{13}{74} \right)= \frac{13}{74} \times \frac{13}{74} \times
\frac{13}{74} = \frac{13}{74} \text{.}
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In IR3, abbiamo visto che un vincolo g(x,y,z)=c (o si può scrivere g(x,y,z) c=0) definisce una superficie.
Se ne ottengono due, l'intersezione di due superfici è spesso una curva.

Esempi: Costruendo il sistema di due equazioni lineari

g(x,y,z)=x+βy+γz-δ=0.

γ,β,δ IR  (1,2).

h(x,y,z)=d2x+β2y+δ2z-δ2=0

Se il vettore (α,β,γ,δ)≠0, allora g(x,y,z)≠0 definisce una superficie ortogonale alla vettore (d,β,γ,δ). Infatti,
se α1x0+β1y0+γ1z0-δ1= 0 (3,2,5) e (α,β,γ,δ) sono ortogonali, allora

g(α,β,γ,δ)=0.  αx0+βy0+γz0+δ=0. 0=(α,β,γ,δ)·(x0,y0,z0,1)= (αx0+βy0+γz0+δ)

Da considerare come vale per g(x,y,z)=0.

Dunque, g(x,y,z)=0, h(x,y,z)=0. definisce la retta ortogonale a (α,β,γ,δ) (α,β,γ,δ) e (x0,y0,z0,1)   (α,β,γ,δ)
sono linearmente indipendenti.

Questa ultima condizione significa che due piani sono paralleli.

Se nota che (α,β,γ,δ)= g(x,y,z), (α2,β2,γ2,δ2)= h(x,y,z).

Teo (di Dani in IR3 con due vincoli)

Siamo      aperto, g,h: IR3→IR  di: C(Ω), (x,y,z) Ω, g(x,y,z)=0, h(x,y,z)=0

Supponiamo che  g o  h  siano lineari o indipendenti.

Supponiamo che  g h  siano lineari o indipendenti.

Può esserci  anche 0≠f (t)≠ f*(t).   f (t).   f*(t) alleguano I,IR,una curva γ: IR→IR3, g t=0.  h t=0.

Inoltre, g'(t)≠0 e   g(h(t)).  g(h(t)).   g(h(t))=0.   g(h(t)).   g(h(t))=0.

Estremi vincolati in IR3? a due vincoli: 

Siano Ω IR3,  f,g,h di: C(Ω).  T→(f,g,h):Ω→IR  di:regola.

Vogliamo determinare i punti di massimo di f vincolato a T.

Allora  T  si può rappresentare come una curva in IR: T.  localmente,  f(t)=(x0,y0,z0).

Vale che ∂/∂t di f(t) = f(t)·f'(t).  δf(t).  Allora   f(x0,y0,z0)  è una coppia lineare unica di  (x0,y0,z0).

Teo (multiplicatore di Lagrange in IR3 con due vincoli). 

Siano Ω,    h:IR3→Ω.  come sopra.  Se (x0,y0,z0)  è un punto di massimo locale di  funzione  f, allora
esistono  λ1,μ IR  x.c. 

→f(x0,y0,z0)=0. 

h(x0,y0,z0)=0. 

 f(x0,y0,z0)=λ  g(x0,y0,z0)+ μ h(x0,y0,z0)



Esempi/esempi: Determinare i punti di [mio] minimo locale di funzione a massimo

- f(x1,x2) = x^2 + y^2, g(x1,x2) = x + y + 2x, h(x,y,z) = x + x - 1 (x,y,z) punti ottimo

Per verificare le condizioni di stazionarietà a limiar di X.

x0=-y0 + z0 = 0, y0+z0 = -1, 2z0 + 2z0 = 2z0, 2t0 = - lambda u = R x c.

caso x0=0. => x0= 2z0 => 2z^3 +z0-1=0 => z0= -1, 1/2 => (x0,y0,z0) {0, -1,1/2}.

coso λ=1.  2 y0= -1 + u.  =>  2z0 + 2z0 = -1, impossibile.

f(0,2,-1) = 5,   f(0, z0, 2) = 1/2.

h(x,y,z)=0 <=>  y = z+1,  y = z+1  <=>  x^2 + z- 1 22 = 0  x^2 + 2(z+1)^2 =  9

g(x,y,z) = 0  <=>  x^2 - y + 2z=0  <=>  x^2 - y + 2z=0

[ è compatto, e  f  vincolato a  x  limiti di massimo e minimo.

   g(x,y,z) =  (2x-1, 4z),   h(x,y,z) = (0, 1, 1)

  (x0,y0,z0) è singolare se e solo se e 0, 1, 1)

 (x0,y0,z0) è singolare se e solo se e 0, 1, 1 

  (x0,y0,z0) è singolare se e solo se e 0, 1, 1)

 (x0,y0,z0) è singolare se e solo se e 0, 1, 1)

   (x0,y0,z0) è singolare se e solo se e 0, 1, 1)

 

Y =  5/4   . Non è su G!

·   f(x,y,z) = 2xy + y + z,   g(x,y,z) = x + y- 32,   h(x,y,z) = 4x + y + 2.

   (x0,y0,z0) un punto di minimo massimo locale incluso a T.  Estano  n. 10 *a* a c.

   - y0 - 32 - 30  ->  4x + y + 2  ->  0  =>  2x + y + 10 = 0  =>  λ + 4 μ,  10 = 2 x +  μ  ,  1 = 3z+u .

  20 - y  3 =  3x  ,  3 x + y = 4 u.  

  13 0 - 4 x + 10 + 3 u.  

  130 + 40 + 3 u.  

  130 + 40  =  6  =>  0.   3/26  ,  9/8  ,  43/104

  g(x,y,z) = (1, 1, -3)

   h(x,y,z) = (4, 1, 1)

  un rettive ortogonale a tattitudine è  (4, -13, -3).

  È parametrizzata da  (x0, y0, z0) + t (4, -13, -3) =  f(t).

f0 o(t) =  4x - (y + - - .   Ammette unabile massimo.

· f(x,y,z) = 3x^2 + y^2 - z^2,   g(x,y,z) = 3x - 5 y + 2z - x,  h(x,y,z) = x + 2 y - 32 - 1.
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Stano di :[a,b]-> R^n, delle suddivisione di [a,b], ossia, d + (x_0, x_1, ..., x_n)

A.C. a=x_0<...<x_n=b.

Vogiamo capire la lunghezza di [a,b]. Per ciò, possiamo approssimare

& con i segmenti [x_{i-1}, x_i]. La lunghezza totale dei

segmenti è \sum_{i=1}^n |x_i-x_{i-1}|. La lunghezza totale dei

segmenti è \L(\ld)$

\text{Det se} \L(\ld):=\sup_{[a,b]} \text{ e' una suddivisione di [a,b]} < \infty, allora

\text{ la} \text{lunghezza totale di} \L(\ld) \text{ è} \text{L}(\ld)=\sum_{i=1}^n |x_i - x_{i-1}|. 

\text{Det se} \L(\ld):=\sup_{[a,b]} \text{ e' una suddivisione di [a,b]} < \infty, allora

\text{ la} \text{lunghezza totale di} \L(\ld) \text{ è} \text{L}(\ld)=\sum_{i=1}^n |x_i - x_{i-1}|. 

\text{Det se} \L(\ld):=\sup_{[a,b]} \text{ e' una suddivisione di [a,b]} < \infty, allora

\text{ la} \text{lunghezza totale di} \L(\ld) \text{ è} \text{L}(\ld)=\sum_{i=1}^n |x_i - x_{i-1}|. 

\\

Tao se \d\ di di clausura se \x_i,\dots, \x_n Sono di segmenti di \x_i,\dots, \x_n Sono

contune \x_i,\dots, \x_n..e' continua. Infino Derivata Tenere del volume interno

resistono \text{Taxi} (\x_{i-1},\x_i) \text{t.c.} \text{d} (\x_i) \to \text{d} (\x_{i-1})= \text{d} (\x_i) - \text{d}
(\x_{i-1}) \text{ \text{i.e.} } (\x_i-\x_{i-1}) (\x_i-\x_{i-1})\text{.}

\L(\ld):=\sum_{i=1}^n \sqrt[n]{(\x_i (\x_{i-1})-\x_{i-1})^2}=\sum_{i=1}^n \sqrt[n]{(\x_i
-\x_{i-1})^2}=\sum_{i=1}^n |\x_i - \x_{i-1}| \text{.}

\text{Per la continuità uniforme di} \x_k,\text{per} \ep>0, \text{ esiste} \delta \text{ come}

\text{\texta \eqref{item1}.} \text{ Scrivere} \fpa{f} (\textx) \text{per} \fpa{\textx} \text{per} \text{se}

\text{ \texta } \text{ e} \text{sempre sempre sempre } \text{se}

\text{ \texta} \text{.}

\text{In la differsol di due lati sono minore di } \ep. \text{ Allora, per } \delta \text,

\text{ le differenze tra} \L(\ld,\text{d} \text{e} \text{S} (\ld),\text{s} (\ld) \text{sono} \text{prossime}. \text{Al
limite} \L(\ld) = \int \frac{1}{2} \text{.}

\text{Esempio sia } \pi(t):= (a \cos a \sin t), \text{det} \pi, 2\pi], \text{Una parametrizzazione del cerchio}
\text{di raggio } a. \text{ \pi(t) :=} (-a \sin t ,a \cos t). \text{ } |\texta \pi(t)|= \text{f} (\texta \text{} a \sin t)+a
\cos t)^2 = a.

\int_0^{2\pi} |\texta \pi(t)| dt= 2 \pi a.

\text{Combinamenti di parametrico}

\text{Def} \text{Due curve} \x_1,\x_2 : \R^n \to \R^n \text{se drano equazioni se esiste una
funzione.birttenta}

\text{\texta \xi} : \texto (\textc) \quad \textx,c(t) \texto \text e \quad \textx(t) = \textx \texto \text.\\

\text{Se} \text{x'} (t) \ge 0 \text{per} t \in \textI, \text{allora} \text{dì} \text{x} \text{da \textita \texto} \textso
\texto \texto \text \text nuovo \textov \texto \textso \texto \textso \texto \textopposto.}

\text{L'immagine} \text{di} \text{x} \text{se} \text{x} \text{r} \text{stato} \textbf{il} \text{solito.} \text{Se}
\text{x} \text{r} \text{sono} \text{equivalenti, allora} \text{le} \text{soluzioni} \text{sono} \text{alternative}.



Too simmo x:tdr e:tdr =g e:3dr due cuoce equivalenti. Thume q. Allora L(f):=l(t). d/l(f):=∂∂t∫∫b| f| (x,t)           
                                                                                                                                                                        
                                                                                                                                                                        
                                                                                                                                                                        
                                                                                                                                                                        
                                                              …
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Ricordiamo che un campo vettoriale è una funzione da R^n in R^n,

F(x)=(f_1(x), f_2(x), ..., f_n(x)). Xe R^n. Osserv, perché punto P R^n, che u=0, (f_xnot), 

Per una funzione f,   f(x)=(D_{x1}f(x),..., D_{xn}f(x)) è una funzione vettoriale

come esemi fermi ci sono campi magnetici, campi elettrici, campi gravito-venali,

velocità di un fluido—

Integrale di linea (integrale curvilineo) di campo vettoriale

In un campo gravitazionale F(x), il lavoro che un materiale subisce

per fare uno spostamento piccolo, scritto detto, è T(x)·dx.

Per calcolare il lavoro lungo una curva (linea), bisogna “seguire” F(x)·dx.

Def. Sciame ϑ=[a,b]→R^n una curva di C^1[a,b], F: ϑ[a,b]→ R^n un campo vettoriale

continuo. Si defluisce l’integrale di linea (curvilineo) di F lungo ϑ per

∫_a^b F(ϑ(t))· ϑ’(t) dt.

si chiama anche l’integrale di forma di quantile, con ϑ’(t)=d/dt ϑ(t), - d/dt (x),  

Briatt’= (ξ)t (i.., t) ”e F(ϑ(t))· ϑ’(t)=∫_a^b F(ϑ(t)). ϑ’ dt= F(x). dx’.

Esempi: · ϑ(t)=(t, t^3) R^2, F(x,y) = (x^2-y, xy ), T= [0,1]

∫ ϑ dt=∫_0^1 F(ϑ(t))· ϑ’(t) dt= ∫_0^1 (x , 3x  t) dt =∫ 0 (x + 3x  t) dt = 49

             = 1/2 y + u/3 u  2

· ϑ(t)= (cos t, sin t), t [0,2π],  , p   . (campo magnetico della

 B(x,y,z)=(x/|x|, y/|x|, z/|x|), di se’. definito se x,y’≠0. (comente elettrica in z+x. p=0.

 l’ϑ(t)=(-sin t, cos t, 0). F(ϑ)= (cos t, sin t, 0)-(sin t, cos t, 0)}.

∫_a^b F(ϑ dt=∫_0^2π R(ϑ(t)). ϑ’(t) dt= ∫_0^2π (sin^2 t+ cos^2 t) dt= 2π.

QSS (1) invarianti  se x R,  

∫ ϑ F·dl=∫_a^b F·dl.

Per dove campi vettoriali, ρ(ϑ)=∫_a^b F(ϑ(t)) dt=∫_a^b F(ϑ)· ϑ’ dt

(II) Additività. Se ϑ è una curva di classe C^1 a tratti, [a,b], a=b, <W=b.

Allure e naturale defininare ∫_a^b F· dl= ∫_a^b F· dl - ∫_a^b F· dl, deve

ϑ è la restrizione di ϑ a [x,y], λi ≠ 0.

Teo. ϑ sono R^n, F: R^n→R^n equivalenti, F: campo vettoriale su F(t): F(t) R^n.



use a t of how to stress uno, if F(x)= ∫ F • dx = ∫ F • dx. I = [a,b], I' = [a,b] (non) i versa opposto, -∫ F • dx = ∫
F • dx. d'non) Supponiamo che F(et) = H(et)],, >0. (stesso verso). Allura (ela)=a?, e(c)→b?. ∫ F • dx = ∫
??? [a (b + t), F(t) = (a  la) F • dx = ∫ F • dx = ∫ F • dx = ∫ F • dx. (stesso verso). Allora (ela)=a?, e(c)→b?. ∫
F • dx = ∫ F • dx = ∫ F • dx = ∫ F • dx. = ∫ p.(t+1) b(t+1) dt. (∫ ??? ?? se opposti). Esercizi Calcolare gli
integrali di lineaa [a, y] = (2a-y. x + y),, t) = (2a-1, 3t-4), I = [0,1]. ∫ F • dx = ∫ F [2a, 3t + 4] · (2,3) dt = ∫
(2a-1) · (2,3) dt = (1-? d)? (1- ? d) = [ a?x? – ??? ? – ??? ? – ??? ? – ??? /= -? D. = 2a. = ???. = 2a?. F(x,
y) = (2a-1),, e la circonferenza di raggio 2 e centro (0,0), andiamo. B(t) = 2cos t, 2sin t) , t   [0,2π].
(andiamo dal punto dipartenziale) 15 . d+ = ∫ ??? :(200. x, 2 sin t) - 2sint, 2cos t) dt = ∫ ??? (4sint, -4. 0 x)
(- 2sint, 2 cos t) = ? ∫ ??? ( 2t – 6) dt = - 16π. F( x, y) = (4t – 2),, e la segmenta da (1,3,2) a (2,1,1). r(t) =
(x+1), 3-2t) , 2-? t) + e[0,1] r(t) = (x+1), 3-2t), 2-? t) + e[0,1] jf • dx = ∫ F (x t, 3-2 t, 2-? t) · (1, 2, - 1) d t = ∫
??? ( 2 t + 4) dt = L? – ? – 4) [0] = 3.
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Sia  ·F=0 aperto e compresso. Per ogni coppia x/y R. le  [0,π] l’atott. λ.(x,y) = x, t(b)= y. (Livenza a tratti).

Det Un campo vettoriale F se dice di classe C^{1}(Ω) se i componenti F_{i}—. F in sum di C!

IF, di C^{1}(Ω), si dice conservativo e esiste U : Ω→ R, conf(Ω). λ. F(∂Ω) = ∂U(Ω). 

(la forma differenziale  F–. d) si dice esatto in tal caso e U si dice la funzione potenziale o primitiva di F.

Oss. La definizione dipende da Ω. se F è un campo di forza, —U è nota come l’energia potenziale.

Téo. Siano f : [a, b]→ Ω, c’la tratti. F : Ω→ R^{n} conservativo, U x Ω. F(∂Ω) = ∂U(Ω). 

Allora ∫_{∂Ω} f·d x = U(b) - U(a).

lim) Sia f c’la su [a, b]. Allura, per la legge di catena, d/dt U(f(t)) => U( f(t)). + F(t). 

per il teorema fondamentale del calcolo,

U(f(b))−U(f(a)) = ∫_{a}^{b} F·d x.

Se p   dC^{1} atlatici [a, b] = σ_{b,0}, λ_{i}−, − U< Ω∩—, si ha U(∂Ω)−U(∂Ω)= u(β(ktf))+u(α(ktf))+u(α(ktf1)).
— U(∂Ω)=Σ_{i=1}^{n} ∫_{c_{i}}^{d_{i}} F. d x.

Det   F si dice chiuso se d(a) = t(∂Ω)−. Ω^{3}^{n} {x, y, z} − x^{2}+ y^{2} = 0. 

(non esempio) F(x,y,z) = (y,x,y,x,y, x y, y z, y z, 0). ∫_{∂Ω} F·d x= 2π per  (∂Ω) = (pochi. resalta.).

Se e’ fosse U λ Ω, F = U, vamebile

2π∫_{Ω}F·d x= ∂(p,0,z)−∂ (p,0,z)= 0, contraddizione.

Oss. Se 0, u’ sumo funzioni x, c.  U=  U=F, allura V–’ è costante.  U− V=0.

Téo. Siano Ω, F come prima, le-sequnt. affermazioni sumo equivalenti.

(N)F e’ conservativo (i) se ∂F/∂x_{i} si ∂_{i}∂_{j}F=∂_{j}∂_{i}F, allora ∫_{∂Ω} F·d x=∫_{Ω} div F·d x. 

per le chiusure, ∫_{∂Ω} F·d x=0.

d(∂) (i) => (∑_{i=1}^{n}) . Segue dal teorema precendente.

(∑_{i=1}^{n}) => (∑_{i=1}^{n}) Siano F, F’ come in (i). Allura ∫_{Ω} .2a–a] U(t)− ∫_{∂Ω} F·d x = ∫_{Ω} Div·d
x− ∫_{∂Ω} F·d x= 0, notando che 

E(t)− 2b−x implemenza llequivalenza tra  U {∂Ω, 2b−a} e F con versi opposti.



(Tn) Sma to Ω. Por x   Ω, presumiamo h[a,b]→Ω x x c. I0=θ(a), I1=θ(b).  Determinano 0(U(x)=∫F·dx. In
questo, U ha dipende dalla scelta di A. Infatti ∫F·dy=∫F·dx per l'ipotesi. Per calcolo  (U(x)), per x + t, le loro
grafica h(t)={x(t) t [a,b] 0<t<b} Allora Delt U(c)=[lim(Δx→0) (U(x+Δx)-U(x))/Δx]==[lim(Δx→0)
∫F·dx/Δx]=[∫F·dx/Δx] che tende a ∫F·dx.  per la continuità di F∞  Esempio :  F(x,y)= (3x^2 y - x^2 y + 2, x^2
+ y^2 -1).  F(x,y)  è conservativo. Infatti, si può parete U(x,y)->- x^3/3 + y^2 + x^2 y + 2xy- y. Per trovare
U, si prova.  ( ∂/∂x xy+y^2+1/2 x^2 y- y + C(x)  Passa esse soddisfatte con c(y)=- y^2,  c(x)=2x.  ·F(x,y)=
(−∂/∂y, ∂/∂x).  Pendenza U(x,y)= arctum(y/x ). Allora vale  U(x,y)=[(x/x^2+y^2),(y/x^2+y^2)] .   () =
(−y/x^2+y^2)= x/y^2+x^2 y+1/2 x^2 y- y + C(x) .   Dunque F(x,y) è conservativo in Ω.  D'altra parte,
sappiamo che F non è conservativo in Ω:x^2+y^2≠1.  So nota che, quindi, mentre U(x,y) è definita in R,
non c'è un modo prossimo per estendere U(x,y) in Ω'.  ·Sia q≠2. F(q)= ||x||^q-α. x è un campo vettoriale
conservativo  Infatti,  (x)= 1/2 ||x||^q  allora  De (x)= 1/2  (q/2) ||x||^q-1.  D( (x))= De(1/2 (q/2) ||x||^2)^q-1=
(1/2 (∑(x_i)^2)^{q/2})^{q-1}   1/2 √(∑(x_i)^2)  Per x≠2 qi, si considera.  (x)= log ||x||.  Dã (x)=  (x/||x||).
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Sia È un campo vettoriale su  3 derivabile. Si definisce , pt F(x) = (F1(x),F2(x),F3(x)) rot F(x) =  (∂F3/∂y - ∂F2/∂z, ∂F1/∂z - ∂F3/∂x, ∂F2/∂x - ∂F1/∂y)

Simbolicamente, facendo figura che    := (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z)  faccia un vettore, si può scrivere rot F(x) =  ×F(x) (=curl  F).

(Se ricorda che u×v = (u2v3 - u3v2, u3v1 - u1v3, u1v2 - u2v1).)

Esempio.  F(x, y, z) = (dy e z, y^2 e^z, xy z)

rot F(x, y, z) = (xz - y^2 e^z, dy^2 - yz, -xy e^z).

In  3, un campo vettoriale  |F(x)| = (F1(x), F2(x), 0)  in  3.  Scrivono  ,  F1, F2  non dipendendo da z, rot F = (0 - 0, 0 - 0, ∂F2/∂x - ∂F1/∂y). 
Ricordano  i primi componenti sono zero, a volte rot F per  3 su  3 si definisce con  la funzione  ∂F1/∂x - ∂F2/∂y  .

Det.  F sia un  2 che su  3  -> si dice monocarenate se rot F = 0.  

Per definizione, rot F=0  ⇔  ∂F1/∂x = ∂F2/∂y  (deftas).  

Rev.  F un campo vettoriale su  2  si dice che  F è monocarenato se  ∂F1/∂x = ∂F2/∂y  per tutti x,y.  Stopma  , F2 non dipende da z, rot F ≤ (0-0,
0-0, ∂F2/∂x - ∂F1/∂y).  

stopma  2 primi componenti sono zero, a volte rot F per  3 su  3 si definisce con  la funzione  ∂F1/∂x - ∂F2/∂y  .

Det.  F sia un  2 che su  3  -> si dice monocarenate se rot F = 0.  

Per definizione, rot F=0  ⇔  ∂F1/∂x = ∂F2/∂y  (deftas).  

Rev.  F un campo vettoriale su  2  si dice che  F è monocarenato se  ∂F1/∂x = ∂F2/∂y  per tutti x,y.  Stopma  , F2 non dipende da z, rot F ≤ (0-0,
0-0, ∂F2/∂x - ∂F1/∂y).  

stopma  2 primi componenti sono zero, a volte rot F per  3 su  3 si definisce con  la funzione  ∂F1/∂x - ∂F2/∂y  .

Det.  F sia un  2 che su  3  -> si dice monocarenate se rot F = 0.  

Per definizione, rot F=0  ⇔  ∂F1/∂x = ∂F2/∂y  (deftas).  

Rev.  F un campo vettoriale su  2  si dice che  F è monocarenato se  ∂F1/∂x = ∂F2/∂y  per tutti x,y.  Stopma  , F2 non dipende da z, rot F ≤ (0-0,
0-0, ∂F2/∂x - ∂F1/∂y).  

stopma  2 primi componenti sono zero, a volte rot F per  3 su  3 si definisce con  la funzione  ∂F1/∂x - ∂F2/∂y  .

Det.  F sia un  2 che su  3  -> si dice monocarenate se rot F = 0.  

Per definizione, rot F=0  ⇔  ∂F1/∂x = ∂F2/∂y  (deftas).  

Rev.  F un campo vettoriale su  2  si dice che  F è monocarenato se  ∂F1/∂x = ∂F2/∂y  per tutti x,y.  Stopma  , F2 non dipende da z, rot F ≤ (0-0,
0-0, ∂F2/∂x - ∂F1/∂y).  

stopma  2 primi componenti sono zero, a volte rot F per  3 su  3 si definisce con  la funzione  ∂F1/∂x - ∂F2/∂y  .

Esempi.  F(x,y,z) = (x y, z).  ∂F/∂x = (y, 0).  ∂F/∂y = (x, 0).  ∂F/∂z = (0,1).  F non è monocarenato, nemmeno conservativo.  

- F(x,y,z) = (∂/∂y, -∂/∂x),  , F = (∂F/∂y, -∂F/∂x).  ∂F/∂x = (-∂^2/∂x∂y, -∂^2/∂x^2).  ∂F/∂y = (∂^2/∂y^2, -∂^2/∂x∂y).  Per i teoremi di Schwarz.  

Per la tropo, si propone, se F non è monocarenato, allora F può essere conservativo.

Esempi.  F(x,y) = (x y, y).  ∂F/∂x = (y, 0).  ∂F/∂y = (x, 1).  ∂F/∂x ≠ ∂F/∂y, quindi F non è monocarenato, nemmeno conservativo.



Sappiamo che F non è conservativo, ma è irrotazionale.

Conducere sufficiente per essere campo conservativo.

Teo Sia   con     aperto e connesso, F un campo irrotazionale. Allora F è conservativo in   dim).
Proveniamo un punto x     . Per qualsiasi x    , definiamo ϕ : [0,1] →  , ϕ(x) = (1 - x) x  + x x, V(x) = ∫  F(t x
+ (1 - t) x ) dt. Per dimostrare, serve

Lemma. Sia f :  , b, 6  | x (a , b ) → ( , ) f(x) continua, e ∂f/∂x contina su [a, b] x (a , b ). Allora, ϕ(x) = ∫  f(x,
t) dt, ∂ϕ/∂x (x) = ∫  ∂f/∂x (x, t) dt (da dimostrare graficamente).

∂U (x) / ∂x = ∫  ∂f / ∂x (x, t) dt = ∫  (F(t x + (1 - t) x )) · (x - x ) dt = ∫  (F(t x + (1 - t) x )) · (x - x ) dt

= (1/2) ∫  (∑  (∂F /∂x_j) (t x + (1 - t) x ) t (x_j - x_{0 j}) + F (t x + (1 - t) x )) dt

=  

Il teorema vale anche per regni "separatamente connessi", ossia, quando ci sono due cone,   e  , β( ) = β(
), β( ) = β( ), allora β si può "deformare continuamente" a β.

Regioni connesse sono necessariamente connesse, 

mentre le "cilindri" non lo è.

Una regione semplicemente connessa "non ha buchi", in un certo senso.

Esercizi: Statistiche se [f(x,y) = (-3 y  / (y  + x ) ) 2 - 6 XY / (y  + x )] e   temporale e conservativo. 

Nella regione { (x,y) : x ≥ 0 } 

U(x,y) = arctan (x / 3 y) + 2 Y.
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Teo (Chiome - Cantor) sia Ω   R^n compatto, f: Ω →   integrabile.  

Allora f è uniformemente continua su Ω, assurda, per ogni ε>0, esiste δ>0 

d.c. per x,y   Ω, |x-y|<δ   |f(x)-f(y)|<ε.  

Supiniamo, per assurdo, che esiste ε > 0  x, per tuttδ>0, esiste 

x,y   Ω d.c. llx-yl<δ e valore |f(x)-f(y)|≥ε.  

Si fissa un tale ε>0. Per tutt δ>0, esistono x,y  Ω x,y llx-yl<δ e valore |f(x)-f(y)|≥ε.  

Per H in Ω, si un s. Amsow-Weierstrass, esiste una sottoseries tfs convergente a H per j→ ∞.  

Si assume |x-y|→0, i.e. y→x. Allora lim_{x→a} (f(x)−f(a))=0  

per la continuità di J, continuità.

[Lemma. Sia J un intervallo, f   C([a,b]×J), g(t) = ∫_a^b f(x,t)dx.  

Allora g è continua. Osia, per t0   J, lim_{t→t0} ∫_a^b f(x,t)dx = ∫_a^b f(x,t0)dx = g(t0).  

drum) Per il teorema di Lebesgue - Cantor, per ε>0 esiste δ>0 x,c. |f(x)−f(a)|<ε.  

se t→t0 δ - tol δ. Allora |g(t)-g(t0)| = |∫_a^b (f(x,t)−f(x,t0))dx| ≤ ∫_a^b |f(x,t)−f(x,t0)|dx ≤ ∫_a^b
\frac{|f(x,t)−f(x,t0)|}{|x−t0|} |x−t0| dx = ______.  

≤∫_a^b \frac{|f(x,t)−f(x,t0)|}{|x−t0|} dx ≤ ∫_a^b \frac{b}{a} dx = ε.  Significa che g(t0)=a(t0).

Lemma. Sia f : [a,b]×[a,b] →  , f   C([a,b]×[a,b]). Allora  

d(f(x,y),f(a,b)) = lim_{(x,y)→(a,b)} \frac{|f(x,y)−f(a,b)|}{|x−a|+|y−b|}  

drum) si converva in H∞(x,t)=∫_a^b f(x,t)dx = g(t) = lim_{t→t0} f(x,t)dx = g(t0).  

per la continuita'.  

Se applica il lemma precedente a H∞.  

LIN (f(x,y)−f(a,b)) = lim_{(x,y)→(a,b)} \frac{|f(x,y)−f(a,b)|}{|x−a|+|y−b|} dx = ______.  

(costi e completo anche la dimostrazione di martedì!).

Osservazioni  

Se possono considerare f : Ω →  ^n, Ω    ^n,



Si possono definire canticità di f, derivate parziali di f.

Se tutti i componenti f_j (x) sono differenziabili, si definisce la matrice Jacobiana T. 

f(x) = (f_1(x)   f_2(x))

          (f_m(x))

In questo caso, vale la approssimazione lineare:

f(x) = f(x_0) + J_f (x) . (x - x_0) + r(x),  || r(x) || = o(|x - x_0|). prov x → x_0.

Siamo A={x in R^n} B={x in R^m} g: A→B, f: B→R^k differenziabili. Allora vale la regola di catena D(g o
f)(x) = Dg(f(x)) . Df(x). Per dimostrare, basta considerare (f o g)_j e applicare la regola di catena per f(o).

Esercizi

- Calcolare g’(0)

g(t) = ∫_0^2 log(λ + 3t) dx                   g(t) = ∫_1^2 3 / (λ + 3t) dx. g’(x) = 3/2,    g’(x) = -3/2

g(x) = ∫_1^3 1 / (x + t) dt       g(x) = ∫_1^3 1 / (x + t) dt. g’(x) = -∫_1^3 1 / (x + t)^2 dt. g’(x) = -1 / (x + 1)^2 +
1 / (x + 3)^2 = - (1/ (x + 1)^2) + 1 / (x + 3)^2

f(x,y) = xy,      Φ(x,θ) = (r cosθ / r sinθ)    "coordinate polar"

Calcolare         ∂ / ∂x f e ∂ / ∂θ f = ∂ / ∂x (r^2 cosθ sinθ) = 2r cosθ sinθ.   ∂ / ∂θ f = r^2 (cos^2θ - sin^2θ)

D_f(x,y) =  f(x,y) = (y, x),   D_Φ(x,θ) = (cosθ, -r sinθ)   ""

D_f∂x (x,y) (r v0  cosθ - r sinθ  r cosθ)  =  (r^2 cosθ sinθ).  r^2 (cosθ - sinθ).

D_Φ(x,y) ∂x(0)









Seo. Siamo Ω limitato e misurabile, f is integrabile e limitate in Ω. Allora.

(i) Per q, p   R,   

  (d(f(x,y)+g(x,y))) dxdy = α   f(e^u) du + β   g(e^u) du

(ii) Se f(x,y) ≤ g(x,y), allora    f(x,y) dxdy  ≤   g(x,y) dxdy.

(iii)  |   f(x,y) dxdy| ≤   |f(x,y)| dxdy ≤  |  f(x,y) dxdy|. sop f.d

(iv) se Ω = Ω    Ω , disgiunti e misurabili, allora  f,Ω= f,Ω + f,Ω .

o Riemann=0

Esempi/esercizi. Calcolare l'integrale  Ω f(x,y)dxdy.

· Ω=( [x,y) : x [1,2], 0≤x≤x }

· f(x,y)=x 

∫∫ ^{3x} x  dxdy=∫ ^1 (0-∫ ^{3x} 3x /x  dy) dy dx= (∫ ^1 3x /x  dy) dx=∫ ^1 x  dx= [x /3]_0^1 = {x^3/3} =1/3.

Daltra parte, su ha Ω uguale, Ω =[1,2]×[0,1], Ω ={[(x,y) [1,4], y [1,4], y≤x?} .

∫Ω x  dxdy=∫ ∫ ^{3x} x  dxdy+∫ ^4∫ ^{3x} x  dxdy=∫ ^2 [3x  log x]_0^2= 3log 2

∫Ω dxdy=∫ [3x /2]_0^2=3/2 log 2. S' nota ∫x  log y dy= 1/2 x  log y y- (1/2) x  y. τ= (3/2) log y - y x/2

· Ω = {(x,y): x-7 ≤ y ≤ 2-3x -5x, f(x,y)=1. oneal,

Due curve interseano in x=3,1, insiede x-3=2-3x-5x (3x +6x-9=0)  i  + 2 * 3= 0.

∫Ω f(x,y) dxdy=∫_{-3}^3 (∫_{-√(9-x )}^{√(9-x )} 1 dy) dx=∫_{-3}^3 [y]_(-√(9-x ))^{√(9-x )} dx= ∫_{-3}^3 2√(9-x )
dx =

∫_{-3}^3 √(9-x ) dx = 1/2 y  log y dy= 1/2 (3  log y - y /9)

· Ω ={(x,y): x [1,1], 0 ≤ y ≤ √(1-x ). -π/2 +π

  +, cos,cos,cos=π/2

· λ= sqrt, dλ= cosλ

cos λ + cos 2λ= 4cos  2λ
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Consortiamo le coordinate polari

\(\begin{cases}

x= r \cos \theta = X(r,\theta) \\

y= r \sin \theta = Y(r,\theta)

\end{cases}\)

Come si calcola \(\iint_{D} f\)dy nelle coordinate polari:

* Trasformazione lineare*:

\(\begin{cases}

x= A u + B v \\

y= C u + D v

\end{cases}\)

Si nota che l’area del parallelogramma è \( |A(u,v) \times B(v,u)| = AD - BC < det \begin{pmatrix} A & B \\ C & D \end{pmatrix} \).

Teto (cambiamento di variabile). Siamo \(X(u,v), Y(u,v)\) su dominio \(\Omega\), \(C^{2}(\Omega)\).

Supponiamo che \(\Omega\) sia un dominio variabile e la frontiera sia una curva \(C'\), e \(\left( X, Y \right)\) sia biiettata e l’immagine di \(D\) normale
e la frontiera di \(D\) viene mappata da \(\left( x, y \right)\) a la frontiera di \(D\). Sua fattorizzazione: Allora \(f \left( x, y \right) dy dx = \iint_{D} f\left( x, y
\right) dy dx\), due

\(J(u,v)\) è la matrice Jacobiana

\(\begin{bmatrix}

\frac{\partial y}{\partial u} & \frac{\partial y}{\partial v} \\

\frac{\partial x}{\partial u} & \frac{\partial x}{\partial v}

\end{bmatrix}\)

Dimostrazione: S mostra la formula per il caso \(f=1\), D rettangolo.   

Sia \(F(1,v) = (0, z)\). Per il teorema di Green, nota \(f(x,y) \sim \int_0^{1} \dots\)  

D'ultima parte, \(J(u,v) = \frac{\partial x}{\partial u} \frac{\partial y}{\partial v} - \frac{\partial x}{\partial v} \frac{\partial y}{\partial u}\)

Per il teorema di Green.  

Puntiamo \(G(u,v) = (X(u,v), \frac{\partial y}{\partial u} \times X(u,v)).\)  

Per il teorema di Green,  

\(\iint_{J(u,v)} dudv = \iint_{D} \text{pot} G (u,v) dudv = \int_{B} \text{F} \cdot du.\)

Per ipotesi, \(f(x) = \dot{X} ( \beta \beta ).\) Si ha \(f(t) = \theta \partial / \partial x\)  

Dato che \(f(t)\neq 0\), si può approcciare con la somma superiore e inferiore. Per una partizione \(D\) di \(D,\) possiamo \(\mathcal{F}(x,y)\) - supp
\(f\): se \(x, y\) o \(z\).  

\(\sum_{i=1}^{n}\sup_{[a_i, a_{i+1}]} \left[ f(x,y)dy \right] = \sum_{i=1}^{n} \sum_{j=1}^{n} \iint_{D_{ij}}\;f\left( x_{ij}, y_{ij} \right) dy dx\)

Se \(a_{ij}\)  

\(\iint_{J(u,v)} Y \left( u,v \right) dudv.\)  

Analogo per \(f\) ant.



Seam è integreble, perciò i fine, qust'ultima approchiamo fun f(x,y) dedng e limiti di conv.append.  

Esempi calcola, due.  

Scrivi x,y dedng, dove.  

Sma.  

E così, r(y, r) r(n) r(n)  

\[\]  

\[\]  

\[ \]  

\[\]  

\[ \]  

\[\]  

\[ \]  

\[\]  

\[ \]  

\[ \]  

\[\]  

\[ \]  

\[\]  

\[ \]
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Per dominio Ω   IR3 è una funzione f:Ω→IR, si puo considerare l'integrale λσσ di funzioni 
Ω.Consideriamo 

Per un cilindro / parallelepipedo (x)= [a,b]. [a,b]. x f(a, b, z)+[a,b]

si considerano per una partizione di Ω la soma. Sommando e la somma infine, e se i llo inf si esp
considerdone,  σσσ di funzioni, si definisce come quel valore.

Teo. Se f è continua su Ω = [a, b1] x [a2, b2] x [a3, b3]  e ha.

σσσf(i)el defin z. =  1/ (a1,b1)[a1, b1]x[a2, b2]x[a3, b3]

= L’ (a2, a3). (b3).  f(a3, ..., i) = 4) di. o lo permettano

Esempioi. (i) = [0,1] x [2,3] x [0,1].  0σσ( x + y)deduce =  1/3. (f(1) = 1,) (f(1) =  1/3SS sono gige y 1/0.2 d
y 1/2 e 1/3.  A questo (f(x + y)) d.y  = 1/3 (f (x+ y)) d.y  = 1/3

?

Def. Un dominio Ω si dice normale rispetto al piano z=0 se di c’è un insieme E   IR3,  funzioni continue
g1, g2 su E tali che  (x1, x2): (a1, a2)   E, g1(x1)  ≤ x2 ≤ g2(x1). (a sono definzuni omologravi per λ=0,
γ=0).

Teo.  Se f è continuo su Ω = {(x1, x2): (x, y)   E, g1(x1)  ≤ x2  ≤ g2(x1)}. Allora 

* f * (f(x,y)) deduce= ∫∫_{Ω} (f(x, y)) dx dy

Esempio  Ω = {(x1,y1):  0 ≤ x ≤ y  ≤  1}.  E’ normale rispetto a  z=0. E  =f( 1 y1):  x^2 + y^2 ≤ 1,  (-x^2 +
y^2) ≥ 0  ρ e  1. e normale rispetto a z=0, allora u  [0, 1]. Allora  ∫∫_{Ω} y dy dx = ∫∫_{Ω}( y ) dy dx  = 1/2 ∫
∫_{Ω} (π - π) dy =   .

L’ultima  possibilità è un dominio Ω x.c. y [a, b]  per tutti (a, y): a≤ x ≤b  per ogni y e (a, b).  Ω =  5/3 etc 
x^2 + y^2 ≤ 1,  (-x^2 + y^2) ≥ 0  ρ e  1. e normale rispetto a z=0, allora u  [0, 1]. Allora  ∫∫_{Ω} y dy dx =
∫∫_{Ω}( y ) dy dx  = 1/2 ∫ ∫_{Ω} (π - π) dy =   .







Calcolose il baricentro della semisfera di raggio R senza usare le coordinate sferiche.
Ω={(x,y,z): x^2 + y^2 + z^2<R^2, z≥0}. = {(x,y,z): x^2 + y^2 + z^2<R^2, 0≤z≤√(R^2 - x^2 - y^2)}.

∫∫∫Ω 1 dV = (4πR^3)/3 = 2π R^3/3 ∫∫Ω x dxdydz= 0 = ∫∫Ω y dxdydz= 0 persymmetric.  
∫∫Ω z dxdydz= ∫_0^2π ∫_0^R   drdθ= (R^2 - r^2) dxdy = 2π ∫_0^R (R^2 - r^2) r dr = 2π   (R^2 r^2 / 2 -
r^4/4)|_0^R = π R^3/2 - π R^3/4 = π R^3/4.  
Dunque c(0,0, zbar).

Usando l'integrale portanti, -Ω = {(x,y,z): z [0,R], 0≤x^2 + y^2 < R^2 - z^2}.

· Calcolare ∫Ω 1dxdy. dove F(x,y) = (x, y)   è il bordo del quadrato (0,0),(1,0),(1,1),(0,1) (usare il teorema
di Green).

not F = 1-2y.  
∫∫Ω (-1 - 2y) dxdy = ∫∫Ω (-1 - 2y) dxdy

= ∫′′′∫[] y - y^2 dx = π.

· Calcolare ∫Ω F·dx. dove F(x,y) = (x,y^2)   è il bordo del quadrato 4x^3 + y^3, antinomia.  
not F = 2x-2y.  
∫∫Ω (2x-2y) dxdy.  
∫∫Ω 2x dy dy = 0 per simmetria.
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Superfici parametriche

Consideriamo per esempio, f(x,y) = 1 + 2x^2 + y^2 su D = { (x,y) } D, z = f(x,y).

Il grafico  Σ = { (x,y,z) } con D, z = f(x,y) < R^3.

Così una funzione (C^1 (D) definisce una superficie in R^3.

In questo caso, sì la anche  Σ = { (f_1(x,y), σ_2(x,y), σ_3(x,y) }  (x,y)   D,
dove σ_i (x,y) = z, σ_i (x,y) = f_i (x,y).
Calando σ_1 e σ_2, otteniamo diverse superfici.

Sui R > 0 e condiando la sfera z^2 + y^2 + x^2 = R^2.  usando lo condice  stare con  μ = R, 
posto parametriziamo:  ι(θ, ϕ) = R sin θ cos ϕ,  ρ(θ, ϕ) = R cos ϕ.
Allora l’immagine di (0, π) x (0, 2π) ϕ (x, y)  →  (σ_1, σ_2, σ_3)     Σ 
copre la sfera treuπ poli.

Det. sig  σ =  [ (ι(μ, ν)),  σ_1 (μ, ν),  σ_2 (μ, ν),  σ_3 (μ, ν) ] su D      ,   aperto.
Σ = σ(D).  (Σ, τ)  si dice superficie parametrica di classe C^1 se  o s ono  (f, φ)    D, ϕ
    metrica su D.

Una superficie parametrica  (Σ, τ)  si dice circa se  ι (μ, ν) = (μ, ν, f (μ, ν)), 
o  una permutazione di ciò.

Esempi  Siamo D = { (μ, ν) }  u^2 + v^2 ≤ 4,  f(μ,ν) = 4 u^2 v^2.
  ι (μ, ν)  = (μ, ν, f(μ, ν))
  D = { (μ, ν) }  u^2 + v^2 ≤ 4.  Σ  +  σ     (μ, ν).

Nelle coordinate stroche, E = { 0,  5 }  ×  ( 0,  2 π )  ι (μ, ν)  = ( 2 s i  cos ϕ,  2 s i  sin ϕ ,  2 c ϕ),  σ   [ 0, 5 ].

Piano Tournante
Sia  (Σ, τ)  una superficie parametrica su D,  (μ, ν)    D.
Per  ι  un intorno di u_0,  ι (t) = (σ_1(t, u_0),  σ_2(t, u_0),  σ_3(t, u_0))  é  una curva in  Σ 
passa  ι(μ_0, ν_0)  a t = u_0.  Dunque  ι  le lettere  ι (ι)  =  ι (μ)  (se manca  o)  è un vettore 
tangente alla superfice.  Analogo  per  ι (t) =  ( ι (μ_0, ν_0),  σ_2 (μ_0, t),  σ_3 (μ_0, t) )  ι t    V
Dei  (Σ, τ)  si dice  regolare  in   μ (u, ν)  ι (μ, ν)  ι (μ_0, ν_0)  ι (μ_0, ν_0)  ς
L’univerità,  si  i cicl  come  ι (μ_0, ν_0).



si pode  M0 =  G( u,v )= (x0, y0, z0),  ( u, v, c ) =  G( u, v )×  G( u, v0 ) a ( x- x0)+b(y- y0)+ c(z- z0)=0  si
dice piano tangente a  Σ  in  M0 .  Ris di  u ,  v  0 si dice  u ,  v  vertice normale  ll. dice  u  ,  v  ,  i  vertice
normale

*Esempio*  sfera di viaggio  R.  ( R  sin  cos  , R  sin  sin  , R  cos  )=     (  0, e  ).  
  Σ     =  ( R  cos  cos  , R  cos  sin  , –  R  sin  ),        si dice –  R  sin  cos  ,  R  sin  sin  cos  ,  R  sin  cos 
cos   
  R  sin  cos  =   R  sin    ,  R  sin    ,  R  sin  cos  ,          si dice –        =     =        =        =      c  in     .

*Il testo*  dell  ℓ  =     sin     ≠  

*si dice*     (  u , v  ) =  ( u , v ,  f( u , v ) ) ,        una superficie parametrica  cortese.  Allora        =  ( 1 , 0 ,  
    (    ,  v  ) ),        = ( 0 , 1 ,        (  u , v )  )  sono  sempre  linearmente  indipendenti.  
  In oltre              =  ( −           ,  −              ,  1 ).  Il  prodotto  vett           =              −              +  1 .

*Teo.*  S u (, )  =                           ,                          ,              ,                             ,                             ,           
                 ,                             ,                             ,                             ,                             ,                             ,
                            ,                             ,                             ,                             ,                             .

*Questo*  si  dice  –      =              −              +  1 .  
                                         

*Segnalo*  (  c              =  (                 ,           ,           )  .

*Nelle coordinate*  sferiche , i punti  ( R  sin     ,  R  sin     ,  R  cos  )                       ,                          ,  
     (     cos    ,  R  sin    ,  0 ).     (     cos    ,  R  sin    ,  0 ).  
           =   R  cos    ,  R  sin    ,  0  .           =  (    ,  0 ,  1 ).
           = (    ,  0 ,  1 ) .

*Il testo*                                                                                                                                                          
                                                          
 
*Esempio* di viaggio R.  ( ( e 2)                                         (  0,  1  )  ).
     (                                            )=  (  R  cos    ,  R  sin    ,  0 ).  
     (                                            )=  (        ,        ,  0 ).
     (  —          ,  R  sin  0  ).                          =  (  1 ,  0 ,  0 ).  
                             =  (  0 ,  1 ,  0 ).

*Il prodotto*  di  viaggio  R.  ( ( e 2)  )     ( A ,  B ,  C )           (  0 , 1 , 0 )     (  0 ,  1 , 0 ).  
     (  0 ,  1 , 0 ).
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Def. Sia (Σ, T) una superficie paramétrica di C (D), Σ=ϕ( D ), edifoto misurabile. Sei h0 v l misurabile in D.
Sia f una funzione continua su Σ, si definisce l'integrale di superficie di f su Σ per

 _Σ f ds :=  _D f(ϕ(u,v)) || ϕ_u (u,v) × ϕ_v (u,v) || du dv.

In particolare, se f( u,v) = 1, si definisce area(Σ) =  _Σ 1 ds =  _D |ϕ_u × ϕ_v| du dv.

La non-traslazione è il fatto che || ϕ_u (u,v) × ϕ_v (u,v) || rappresenta l'area del rettangolo dei lati du dv in
e o in u,v, anche un piccolo dominio 'dado' compreso all'intero ||ϕ_u (u,v)× ϕ_v (u,v)|| du dv.

Esempio. L’area della sfera di raggio R.
π (θ, φ) ← ( R sin cos θ, R sin sin θ, R cos θ). (θ, φ)   (0, π) × (0, 2π). D = (0, π) × (0, 2π). è la sfera. ||ϕ
(θ, φ)|| × ||ϕ_u, (θ, φ)|| = R  sin θ.
 _S 1 ds =  _D 1· R  sin θ dθ dφ = R  ∫_0^π sin θ dθ ∫_0^{2π} dφ = R  2π [-cos θ]_0^π = R  2π [ ( -cos π )
- ( -cos 0) ]= 4π R .

D’altra parte, l’area della semisfera si può calcolare usando la parametrizzazione delle contorni D= { (u,
v): u (0, π), v (0, 2π) }, u=( u, v) (1, 0, 1), v=( 1, 0, Y). D( Y) è (0,1,2). 

Il u (v)=( 1, 0, X) D( Y) è ( 0, 1, Y). TR i, provoca @-3, Y, 1). 

 _X x l  + z  dz =  _Y ( y( y +z  ) √( y  + 2 ) dz = 0 per simmetria. 
(0 è invariante per la trasformazione Y→-Y, mostra la funzione ottiene -1..).



Del Σ (20) una superficie parametrica, ξ   Σ, si dice punto interno a Σ, se
esistono un intorno U<3 Β^3 ξ C, esiste ξ   D, ξ   |Σ| e lineare di μέτιθα, ξ   U(Σ), Q ampio.
Se some Σ’= {x Σ: x è interno} → ∂Σ = Σ \ Σ’.
Esempi: !! Sia Σ la semisfera di raggio R, ξ la parametrizzazione curva.
Allora Σ’= { (t, r, z): x^2+r^2+z^2= R^2, z ≥ 0 }.
In effetti, se z >0, allora possiamo prendere Ω= { (x, y): (x−x )^2+(y−y )^2< z ^2 }.
Pu– ∂Σ’ = Σ’ \ ∂Σ’ = { (x, y, 0): x^2+y^2=r^2 }.
D’altra parte, se Σ’ è superficie interna, è senza bordo. In effetti, ogni punto su Σ’ è interno considerando
come il polo di una parametrizzazione.
Il cilindro di raggio R, con D= { (0, 2π) × (0,1] }.  
Ω(ξ,z) = ( R cos ξ, R sin ξ, z ). Ogni punto ♯(ξ,z), in D è interno.
Si può un intorno al D di (x,y). I punti o x (0,1] sono anche interiori rispetto ad altre parametrizzazioni.
∂Σ’= ∑’ ∩ Σ’= { (R cos ξ, R sin ξ, z): ξ   (0,2π] }, z=0, { }.
Come adottiamo visto, spesso Σ’ è un insieme di curve.
Una superficie si dice orientabile se esiste un campo vettoriale continuo N’ su Σ’ x.c. N’(x)’ è uno dei
versori normali.
Sì dunque, allora, sono orientabili. Il nodo di M. no.
Da ta un’orientazione di Σ’, l’orientazione positiva è una parametrizzazione di ∂Σ’ ∩ D: (x’: D → Σ)’ che va
lungo ∂D con D alla sinistra.
Σ’ adesso una superficie regolare, a triangoli e Σ’ è union di superfici più (∂Σ’, ∂n
x-c. D’), θ i punti di ∑’ i sono anche di Σ’ e di ∂Σ’, e solo un numero finito dei punti apportano no a più Σ’.
· Si possono così dire, come,
∫Σ’ fds = ∫∫Σ’ fds.
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Il flusso di un campo vettoriale

Immaginiamo che un campo vettoriale V rappresenti la velocità di un liquido nel punto x. Immaginiamo
anche un quadrato ruotato di 45  il quadrato esce dal quadrato con una certa velocità: se il flusso è
orthogonale al quadrato, la quantità del liquido che esce in un tempo buono Δt è NV(x)Δt, mentre se W(x)
è il quadrato sono paralleli, ed il liquido non esce. In generale, se W e u rappresentano i lati del quadrato
(anche parallelogramma), u×v è ortogonale al parallelogramma e |u×v| è l’area, quindi W(x)·(u×v)
rappresenta la velocità del flusso che esce dal parallelogramma.

Def. Ω      si dire dominio di Flusso se:
• Ω è insidabile e Ω =  (π * ...)π è connesso e limitato
• Ω  è l’urme disegnata di superficie senza bordo, Ω , ognuno si regolare a trattare orientabili, orientate
secunda la normale esterna.

Esempio. Una palla envolve una palla.
Ω  è l’urme di due sfere.

Def. Sia Ω      un dominio di Flusso, W : D-→  , Ω   D un campo vettoriale continuo. Se deflusce flusso di
W uscente da Ω per Ω  W·Ned s.,
dove N e è il campo vettoriale che definisce l’orientazione (verso l’esterno).

Il nota che W·Ned è una funzione continua su Ω  e questo integrale è un integrale di superficie di tale
funzione.
(Quando si dovrà dire che in uscita dalla positività, si considerà anche Ω s e W·Ned, e flusso di massa).

Può in generale se Σ      è una superficie, regolata o trattenibile con Int* Σ    ·N ·dS si dice il flusso di W
attraverso Σ.

Sirota che, con l’orientazione opposta Int* si ha ∫∫_Σ W·N ·dS = - ∫∫_Σ' W·N ·dS.



Os => Gra (Σi, Pi) una superficie parametrica e scegliamo come (coordinate
quella di Tu(v,w)× Tv(u,v). Ossia. IN+ (Tu,v) = (Tu,v) / | Tu,v|, Tv(u,v) }.
In questo caso, si ha ∫∫ W · N ds = ∫∫∫ V(ur,w) ·div(ν(u,w))
= ∫∫∫ W · div (ν(u,w)) · Tu(u,w) × Tv(u,w) dudv, D dominio di σ
Esempi: Sra W(χ1, χ2) = (χ2, χ4, χ2). Σ = {x2 + y2 + 1 = 1. z   [0,1] } in (orientazione verso l’esterno.
Prendiamo D = (0, 2π)× (0, 1).    D(χ2, χ3) = (cos σ, sin σ, x).    D(χ4(χ2) ) = (-sin σ, cos σ, 0).    D(χ5(χ2)
) = (0, 0, 1).
    T(χ6(χ2) )× d χ6(χ2) = (cos σ, sin σ, 0 ),  verso l’esterno.
∫∫ Σ V · N ds = ∫∫ Σ V · d S + ∫∫ Σ2 V · N ds +∫∫ Σ3 V · N ds.

Per calcolare ∫ Σ0, dobbiamo parametrizzare V disco . D := {u,v}: u2+v2 < 1 .
σ(u,w) = (V, u,0 ).   In u,v | u,v|= 0, 1, 0).   Π(u,v) =  (1, 0, 0).  Π( u,v)×v (u,w) =  (1, 0, 1). 
∫∫ Σ0 W · N ds = ∫∫ Σ0 (0, u, 1) · (0, 0, -1)dudv = 0.

Per Σ52, si prende (Q, u,v)= (u,v,1).   Q(u,v)× ∂ Vesinmu) ≤ (0, 0, 1).
∫∫ W · N ds = ∫∫(0, u,v)  u2×x(0, u,v) dudv = ∫∫ u2 dudv - ∫∫ jz cos θ rad ∂σ
= 1/4 (1−cosσ/2)dei = 1/4 (1+ 2 / 4) / 0,   2+ Zoom del
• Il flusso uscente di W(χ1, χ2) = ( χ4 χ2)/(χ2, 4/8) = (x2+ y2)/(x2+ y2 + z2 )  ·  Σ = {x, y, z} = x2+ y2 (z2 +
p2 ).
(campo elettronico di una capsula).  Π(0, q) = (risult cose.Risorse sinsets a b Roscos θ ).
∫∫ Σ W · N ds - 2π (∫ 1/2 sin α dα = 4π.
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La divergenza
Deo sia il ṡr aperto e V      un campo vettoriale di C (    ).
div V (x) =   · V (x) = Σᵢ ∂ᵢ Vᵢ (x).
Se nota che div V è una funzione (scalar) su  .
Esempi
• V (x, y) = (x, y) su   - div V (x, y) = ∂ₓ x + ∂ᵧ y = 1.
• V (x, y) = (− y, x) su   . div V (x, y) = ∂ₓ (− y) + ∂ᵧ x = 0.
• W (x, y, z) = (x  - y , 3 x y z, z + z )
div W (x, y, z) = ∂ₓ (x  - y )+ ∂ᵧ (3 x y z)+ ∂z (z + z ) = x  + 3 x y + 4 z .
Il teorema di divergenza in   
Teo (il div e il teorema di Gauss).
Sia    un dominio di    e sia V :    →    un campo vettoriale di C (    ).
Allora ∫∫ div V dΩ = ∫∫∫   V · N dS. dim) »mostriamo il teorema nel caso speciale seguente:
•   è normale rispetto ai piani z= 0, y= 0, y= 0.
• Esempio P (x, y, z) : D →   . D     .   = {[x, y, z] : (x, y)   D, α (x, y) < z ≤ β (x, y)]} a, b (0, 0). D è una
curva chiusa e non si interpone. con sé (Jordan).
• Valgano per x= 0, y= 0.
Σ  = {[1, y, z] : (1, y, z)   D, α (1, 1 y) < z ≤ β (1, y)]} è un immune di superficie leggeri a tratti. Valgano per
x= 0, y= 0
Scriviamo  Ω = (N , N , N ). V = (V , V , V )
Dimostriamo che ∫∫∫ᴸ div V dΩ = ∫∫ V  · N  ds.
In modo analogo, si può dimostrare ∫∫∫ᴸ div V dΩ = ∫∫ V  · N  ds, ∫∫ V  · N  ds.
Dunque, sumando ∫∫∫ᴸdiv V dΩ = ∫∫  V · N ds.
Scopare ∫∫∫ᴸ div V dΩ = ∫∫  V · N ds.
Scriviamo  ℓ è normale rispetto a z= 0.
∫∫∫ᴸ div V dΩ = ∫∫   (V  ∂x + V  ∂y + V  ∂z) dA = ∫∫   (V  (1, y, z) (β (1, y)) − N  (1, y) (α (1, y))) dA
Sinha che   consoli
∑ᵢ = {(1, y, z) : (x, y, z)   D, z = β (x, y)} ,∑ᵢ = {(1, y, z) : (x, y, z)   D, z = α (x, y)} e z 3
Abbiamo ∫ (x, y, z) = (x, y, z)      e ∫ (x, y, z) = (x, y, z)      e
∫∫∫ᴸ div V dΩ = ∫∫   N ds.
Scoprire   è normale rispetto a z= 0.
∫∫∫ᴸ div V dΩ = ∫∫   ∂ V ∂α  dα = ∫∫ V  (x, y, z) (β (x, y)) − ∫∫ V  (x, y, z) (α (x, y)) dA
Sintatta che   consoli
∑ᵢ = {(1, y, z) : (x, y, z)   D, z = β (x, y)} ,∑ᵢ = {(1, y, z) : (x, y, z)   D, z = α (x, y)} e z 3
Abbiamo T (x, y) = (x, y, z)     
∂   
Φ (x, y) = (x, y, z)      e T (x, y)= (1, 1, 2, 3).
ϕ :    →  . \end{aligned}



N3= ∫∫∫ V3x,y,ζ (x,y,ζ) dζ dy dx. Dunque ∫∫∫ V3 N3 ds = ∫∫∫ V3 (a1, y, β(a1,y)) dζ dy dx. Analogamente, si
può dimostrare che  ·P = (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂ζ) P. Quindi, ∫∫∫ V3 N3 ds = - ∫∫∫ V3 (x,y,ζ) (a1, y, β(a1,y))) dζ dy
dx. In fine, se ζ ≤ ζ3, N3 non ha z-coordinate, N3=0. In totale, ∫∫∫ V3 N3 ds = ∑_{i=1}^{3} ∫∫∫ V3 ζeds = ∫∫
V3 (a2, b, c) (x,y) dζ dy dx.

In generale, se si taglia Ω in piccoli pezzi, uno spazio regionale che colpisce l'ipotesi.

Esempio . Abbiamo calcolato ∫∫∫ V2 dove Ω = [ (x1,x2), x2+x3,1,2,3,4,1] = π/4 π. Usiamo il teorema di
divergenza. allí ≤(x,y,z) = z + 1 + x^2. Con D= { (x,y) r^2 + x^2 ≤1,} se ha Ω = { (x,y,z): (x,y)   D, 0 ≤ z ≤ 1}
∫∫∫ ρ dr d2 = ∫∫ (2 + t + x^2) dζ daddy = ∫∫ ( 3/2 + x^2) daddy = 3/2 π + ∫∫ x^2 d daddy = 3/2 π + 1/4 π + 1/4
π, ∫∫ (x^2 + y^2) dA = 2π r^3 / 3, N3=0.

∫∫∫ V-N-eds = 0. si può è il campo elettrico della carica a (0, 0, 0).

Tero. Sta in W: f demontabile in Ω. Allora div (f W) = ∂f . W + f div W. Sta W in C (Ω) Allora div not W = 0.
Conta diretta. Per esempio. div not W = div (∂/∂x, ∂/∂ y, ∂/∂z) • ∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z, ∂/∂z, ∂/∂x, ∂/∂z, ∂/∂y, ∂/∂z,
∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z, ∂/∂x, ∂/∂z, ∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z. per il teorema di Schwartz.
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Richiamo del teorema di Green:  _C F·d r = ∫∫_D (rot F)·dA, dove
F: F→   o    è un campo vettoriale, i è dominio di cui
r bordo e una curva c.
Se può generalizzare a domini il bordo di consiste da
più curve, dandone a sui domini semplici.

Teo (di rotori di Stokes).
sta Σ è una superficie regolare a tratto e orientata, Supportiamo che ∂Σ  sia bordo orientato ∂Σ  sia unare disegnata degli immagini di
curve regolari a tratti
ci di un bordo sottile, di j:  j→ 25 j => 25j.
sta Σ:   →   è un campo vettoriale C! su un insieme chiuso Σ.
Allora
∫∫_Σ V·dF =  _Σ rot W·N·dS.

dim). Dimostriamo un caso particolare, in cui.
- Σ è una superficie parametrica con (τ:δ→ Σ, τ è C  (δ) e curva.
δ è un dominio normale (come nel teorema di Green).

Possiamo scrivere, a iterare di scoprire un impianto di scalare (un), ∫∫_U = Q( u(v)× ϕ(v))|V( u(4) ) e |V( u(4) ).
Scriviamo a (1) (1): |V( u(v) )|, V( u(v) ),  ϕ, ( u(v) ), ϕ, ( u(v) ), ( u(v) ), ( u(v) ), ( u(v) ).

rot W(t) = (∂a V3(x1)−∂a V3(x2)−∂a V3(x2)−∂a V3(x2)−∂a V3(x2)−∂a V3(x2).

Ti u( u,v)×ϕu( u,v) = (∂ a V2 ti u( u,v) = (∂ a V3∂ V2∂ V3 −∂a V3∂ V2), ∂a V3−∂a V3−∂a V3−∂a V3−∂a V3−∂a V3−∂a V3−∂a V3−∂a V3

Consideriamo il caso W(x) = (0, 0, V3(0)). Allora rot W(y) = (∂ a V3, −∂a V3, 0). e rot W(z) = (∂a× ∂a V3) = (∂a V3 ( 3∂a V3 +∂a V3 
2∂a V3 5∂a V3) +  ∂a V3( ∂a V3 ∂a V3 3∂a V2  +  2∂a V3)  5∂a V3 ( ∂a V3 ∂a V2 + 2∂a V3  5∂a V3) +  2∂a V3 (  ∂a V3∂a V4 +∂a V3∂a
V4 2 V1 V3∂a V3 3 V1 V3 ∂a V3  ∂a V1 V3 ∂a V3  ∂a V3  ∂a V3  ∂a V3  ∂a V2

−∂a V2  2  V3 (V3 0) +∂a V3  (V3 0) +∂a V3  ∂a V3  ∂a V3  ∂a V3  ∂a V3 (∂a V3  ∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) +  2∂a V3 ( ∂a V3 ∂a
V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) +  2∂a V3 ( ∂a V3 ∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)

−∂a V3  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3 +  ∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3 ) +  ∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3 +  2∂a V3 
5∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) +  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) +  2∂a
V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)

−∂a V3  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)  2∂a V3  (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) +  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) 
2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)

−∂a V3  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)  2∂a V3  (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) +  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) 
2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)

−∂a V3  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)  2∂a V3  (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) +  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) 
2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)

−∂a V3  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)  2∂a V3  (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) +  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) 
2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)

−∂a V3  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)  2∂a V3  (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) +  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) 
2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)

−∂a V3  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)  2∂a V3  (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) +  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3) 
2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)  2∂a V3 (∂a V3  3∂a V3  2∂a V3  5∂a V3)
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Nel mondo fisico, il moto di un oggetto con la massa è determinato dall'equazione di Newton m di^2
x/dt^2 = - G M / x^2 dove x(t) è la posizione dell'oggetto a tempo t, in un campo gravitazionale. G M / x^2,
onde x è il moto che vogliamo sapere.

L'equazione di Newton è un'equazione differenziale (ordinaria), in cui x è il "variabile"; ma è una funzione.
Alcune funzioni soddisfano quell'equazione, mentre altre no.

È un esempio di equazione algebrica a x^2 + bx + c <= 0, o più spreferatamente x^2 - 2a - 3 = 0:
L'equazione è soddisfatta se x = -1,3, non con altri x.

Un'altra equazione di differenziale è dx/dt = a x(t), che spiega la crescita della popolazione senza limiti (di
risorse o altri), tu cui la crescita (nascita) è proporzionale alla popolazione attuale.

Consideriamo il caso a=1. dx/dt = a x(t), cioè la funzione x(t) è uguale alla sua derivata. Le soluzioni sono
x(t) = Ce^t, dove C   R. (si può dimostrare che non ci sono altre) dx/dt = Ce^t. (morte, per esempio, d/dt =
2x + x^2)

Quando la crescita è costretta e non è proporzionale ad x, si può considerare l'equazione di differenziale
logistica d/dt x(t) = a x(t) (1- x(t)/k). 

Si possono considerare più variabili (funzioni). Per esempio, Per considerare la popolazione che crea una
malattia infettiva, la popolazione si può dividere in 3 parti: S(t): suscettibili, I(t): infetti R(t): immuni (che la
superano l'immunità), che soddisfano la seguente equazione. d/dt S(t) = - β I(t) S(t) (dov'è si vedono le
persone che sono infette, più si infettano) d/dt x^2 = 2x + x^2. I(t) → β I(t) S(t) - β I(t) S(t) (le persone
infette sviluppano immunità e una immunità più) R(t) → β I(t) gli I(t).

Il modello SIR è fondamentale nello studio di epidemiologia. Queste hanno un parametro solo i, a sono
dette equazioni differenziali ordinarie.



Si possono considerare "variabili" con più parametri. Per esempio:
· ipotesi x): la temperatura del punto x. (di quale argomento lavorare in tempo x).
soddisfa  ∂ f/∂x  = - (1/u) ∂f/∂t  (l'equazione del calore).
· Sia f(x,t)  di spostamento della piccola parte che nella posizione sarebbe una x, in tempo x di una corda.
Soddisfa l’equazione di onda   ∂ f/∂x  = 1/u  ∂ f/∂t 
· Siano |E(x,y,z,t)|, |B(x,y,z,t)| il campo elettrico e il campo magnetico in R  in zone, con P(r,x,y,z) la
densità di carica (nota) e J la corrente (nota). Mo, E0 costanti. Le equazioni di Maxwell sono.
 •E(x,y,z,t) = ρ(x,y,z,t)/E0   ,    •B(x,y,z,t) = 0,
 ×E(x,y,z,t) = - ∂B/∂t (x,y,z,t),    ×B(x,y,z,t) = μ0 (J(x,y,z,t) + E0∂E/∂t)
Queste equazioni seguono dalle leggi di fisica. Per esempio,
· la legge di Gauss : ∫∫_S E·dS è uguale alla carica totale del volume V circostante dalla superficie ∑.e,
per ε0 
Ossia, ∫∫∫_V E·dV = ∫∫_S E·dS = ∫∫_V (ρ/ε0) dv  da divisare.
Per il teoria di divergenza, il lato sinistro è  •E divise. 
Supponendo che questa legge valga per tutte le superficie, si conclude che  •E = ρ/ε0.
Analogamente, la legge di Maxwell-Faraday, riensime al teorema di rotore, implica    ×E = - ∂B/∂t.
Le equazioni di Maxwell nel vuoto ( ρ=0,  J=0).
 •E= 0,  •B=0,  ×E= -∂B/∂t,   ×B= μ0ε0 ∂E/∂t.
Si nota che  × ( ×F) =  ( ·F) -   F, due   F = -∂ F/∂t  + (∂ /∂t )
Dunque   × ×E= μ0 ε0 ∂ E/∂t .  M.C.C. = -1/ c  .
E(x,y,z,t) = c sin(-ωt + k·x+ k3x)  è una soluzione se  w  = c (kx +ky + kz )
Queste soluzioni rappresentano onde elettromagnetiche.
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{A)} 1 successivo. {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n - e una mossa successiva.
{A}_a convergente assoluta se {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n. In questo caso, converg. anche.
Stano ≤ {A}_n {A}_n. {A}_n {A}_n. {A}_n {A}_n.
Se {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n, allora converge pure {A}_n. Se {A}_n - < 0
Se r > 0. ' {A}_n {A}_n {A}_n con r< 1. {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n.
(terreno del rapporto. Siano {OK} {An}. {L} = lim su stesso anno. Se < 1, {A}_n converge. Se > 1, diverge.
Criterio della radice
Siano {An}> 0, {A}_n > 0.
∑ (1)^n {A}_n {An convergente (Leibniz).
- Studare la convergenza
Semplicemente {A}_n assoluta della serie. {A}_n+ 3 (1- cos {A}_n {sinh {A}_n}).
( Dove se {A}_n {A}_n converg/assolut.converge è diverdendo).
Se nota che cos(a) = 1- {A}_n^2 + o({A}_n^2) quando n→oo.
{A}_n {A}_n {A}_n = (2n + 3) {A}_n {A}_n con {A}_n {A}_n {A}_n (1- cos {A}_n). {A}_n {A}_n 
{A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n.
{A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n converg. e s solo {A}_n in converg.
Inoltre {A}_n ≥ 0, {A}_n ≥ 0.
(consideriamo {A}_n = (2n+3) / 2+ {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n.
Didentity parte, ∑ {A}_n^2 {A}_n converge. (per il contenuto di intervallo).
Dunque converge {A}_n. Dunque converge {A}_n {A}_n.
Scrape {A}_n {A}_n converg. assolutamente.
Siano {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n un serie di potenze.
Vi si dice il raggio di convergenza se la serie converge per |z|< R, nei clape potenz. > 0.
r = lim {A}_n+ 1 / {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n.
• Determinare il raggio di convergenza e studiare la convergenza ai bordi.
Poniamo {A}_n={A}_n {A}_n-{A}_n; {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n
Prima considerano {A}_n. Il raggio di convergenza è lim {A}_n+ 1 / {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n
{A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n.
Se {A}_n 1/2 = 2e^2, il raggio di convergenza 2a {A}_n. {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n
{A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n.
Se | {A}_n | 1/2 = 2e^2, il raggio di convergenza 2a {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n
{A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n.
Se | {A}_n | 1/2 = 2e^2, il raggio di convergenza 2a {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n
{A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n.
Se | {A}_n | 1/2 = 2e^2, il raggio di convergenza 2a {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n
{A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n.
Se | {A}_n | 1/2 = 2e^2, il raggio di convergenza 2a {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n
{A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n.
Se | {A}_n | 1/2 = 2e^2, il raggio di convergenza 2a {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n
{A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n.
Se | {A}_n | 1/2 = 2e^2, il raggio di convergenza 2a {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n
{A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n.
Se | {A}_n | 1/2 = 2e^2, il raggio di convergenza 2a {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n
{A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n.
Se | {A}_n | 1/2 = 2e^2, il raggio di convergenza 2a {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n
{A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n.
Se | {A}_n | 1/2 = 2e^2, il raggio di convergenza 2a {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n
{A}_n {A}_n {A}_n {A}_n {A}_n.
</text_not_found>



I'm_teorema di linea. Sia FF: [0,1] → IR^n (campo vettoriale). I CR un intervallo, 
f: I → IR^n una funzione rettificabile e anche di C^1! (f(x)), = (x), ... funzioni e di suo! 
L'integrale di linea di FF lungo ∂F:∂F=∫∂F.ord:∂F(∂F) è di suo! 
L'integrale di linea di FF lungof di ∂F:∂F:dr=G∫∂F(∂F). I(∂F)et. ∂F(t) dt. 
- FF si dice conservativo se ∂F∂: x∂F: . 
- FF di C^1 si dice moto...ale se not FF(= ×∂F)=0.
Se FF è conservativo (e ∂F), allora è moto...ale.
Se FF è moto...ale su un dominio Ω convesse (o scarsamente convesse), allora è conservativo.
Se FF è conservativo, ∫∂F·dx=U(r(b))-U(r(a)). I= [a,b].
- Sui FF(t, y) = (x,y) IR^2  2(y-1)/ (x-1)^2 + (y-1)^2 ,  3ey/y+1  ,  2(x-1)/ (x-1)^2 + (y-1)^2  sul dominio
moto...ale.
- Stabilizza se FF è moto...ale. 
not FF(1,y)=0−(x-1)^2+(y-1)^2 / (x-1)^2+(y-1)^2      
- Non è moto...ale.
- Mostrare che FF=FF+Fz.  Fz è moto...ale.
|Fz| =  2(|y-1|) / [(x-1)(|y-1|)] − 2(|x-1|)/ [(x-1)^2+(y-1)^2], 
-  (2xye^x)/ (4+x^2)    ,  3ey/y+1
- Calcolare l'integrale ∫∂F·dx, dove F parametrizza la funzione di campo diff. di  0  di positivo.
- ∂F(t)=(2x)  ∂t [-2,2],  ϕ(t)=(0,1)  ,  F(∂F)= (3e^x-2)/  2(3/2) e^x+  1 /  2(-x,2) ,  ϕ(t)=(-x,2) , ϕ(t)=(-1,0) , 
F(∂F)= (-x e^x 2(3e^x-2)/ (3e^x+ 1) ,  
- ∂F(t)=(-2x-1) .  ∂t [2,2],  ∂F(t)=0,1  ,  F(∂F)=( wine e^x+ (3e^x-2)/ (3e^x+ 1) ,  
- ∂F(t)=(-2x+1) .  ∂t [-2,2],  ∂F(t)=0,1  ,  F(∂F) = (-2x e^x + (3e^x-2)/ (3e^x+ 1) ,  
- ∂F(t)=(-2(π/2)  4)=-4π.  Attenuazione. divertizie= (coscanti,1,varianti). ϕ (r→r),  ϕ(s→r),∫∂F·dx= 2x^3 e^x
/ 3  2  2π=  2(π/2)4 = -4π. Attenuazione.  ϕ(r→r),  barb>



AM2 Lezione 44 Esenzione di Nepriego (punti critici)  2020.01.13
Sono  ^n fin  ^m →  ^m
Si dice che  ^n è un punto di:  
— massino globale se f( x) ≤ Σ^2 f( x) per tutti x    ^n.
— minimo locale se esiste un intorno di x0 di tale x    ^n.
f(x) ≤ f(x0) per tutti x    ^n.
Sia   Ω, delevante su  .   Ω si dice un punto critico se  f( x) =0.  
Sia Hf( x) =  d^2 /  dx^24  --   2 /  dx^2   --   ----  la matrice Hessiana di f in x. 
Sia   x un punto critico di f. Se Hf è definita ( \) — positive  ( \) — negativa, allora è un punto di sella,  
e/o se è minimo locale o massimo locale. 
• Determinare la natura dei punti critici di  f( x, y) = 4 x^4 + 6 y^4 - 3 x^3 - 3 y^3 + 12. 
Determinare la natura dei punti critici di  f( x) = (  16 x^3 -6 x,  24 y^3 - 6 y). 
Se (x0, y0) è un punto critico, ( 16 x0^3 - 6 x0,  24 y0^3 - 6 y0) = (0,0).  
( 16 x0^3 - 6 x0,  24 y0^3 - 6 y0) = 0     x0=0, ±  6/  16,  y0 = 0, ±  6 /  24.  
Hf( x0, y0 ) =(  48 x0^2    0   0
 0   2 y0^2 - 6 )

( x0, y0) = ( 0.0  )   Hf ( 0.0 ) =  [  -6  0
  0   -6 ]   —  massimo locale  f( x, y) = 12.  
( 0, 1/  2)        —  sella
( 0, - 1/ 2)       —  sella
( 0,  1)        —  sella
( \ /  16 ,  1/  2)     —  sella
( \ /  16 , - 1/  2)     —  min locale
( \ /  16 ,  1/  2)     —  max locale
( \ /  16 , - 1/  2)     —  min locale

Se  f(  14,  4) → ∞  quando  ( x, y)→  ∞  ,  f  assume  un massimo globale  
(perché   f  ∫  ≥  1. R  grande,  assume i minimi globali,  che sono minimi globali di f).  
Questi  4 punti sono punti di minimo globale.



Se le mantine l'ossatura non deviare, bisogna studiare il punto critico a meno
· stabilire se p={0,0} é un punto di minimo (massimo sulla
f(x,y) = (y  - y + 4y) (x+3x) ) + 3.
· f(0,0) = 3. per y maggiore, - ( y  - y  + 4y  ) < 0, mantiene se x é piccolo,
· x  + 3x  > 0 se x > 0, x  + 3x  < 0 se x < 0.
· Dunque (0,0) é un punto di sella.

Punti critici localizzati, t/m 
· Sia g:   →  , c , e E={x     | g(x)=0}.
Supponiamo che  g(x)≠0 anche x E.
· Sia U un aperto x.c., Ω Ω, f:Ω→  .
Se x é un punto di minimo locale a E, allora esiste λ   x.c.
 f(x)= λ  g(x). (Indip. di Lagrange).
· Sì risolve  f(x,y)= λ  g(x,y), g(x,y)=0 per x,y, λ.

· Data la funzione f(x,y) = x /2 + y /4 , determinate i punt di massimo / minimo
· de f nel int e est di Ω.
· f=(x,y) Ω, -x+ y ≥ 0.
· Si può prendere g(x,y)=x  + y  - 8.
·  f(x,y) = ( 3x /2 , y ).
·  g(x,y) = ( 4x  , 4y  ).
· Per il metodo di Lagrange, se (10,10) é un punto di massimo localizzato a E, existe   .
· x.c.  f= λ  g, λ = λ 4x ,  f= λ 4y ,  f = 1.

· x  = {8x  - 1}, 0 ≥ y0 (8x  - 1).
· x  = 0, φ( x )  x + x  , - 1/2 , 
· y  = 0, a (z ≥ 0) y = ± 1/2.

· Qto e x . Dunque λ≥ 0 a ≥ 1.  
· z  = ± 1/2. Dunque λ≥0, α=√2, ξ=√2, 2x+ y+ 4- 8 ≥ 0.

· <sino_image_not_found>
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Signo θ = [a,b] x [a,b], f: θ -> R.
P Q(θ) un paternme di Q. s(θ) = Σ (φ(q) dt) f(t) dt
s(θ) = 1/2 Σ (φ(q) dt) f(φ(q))
f aice integrale se sup d s(θ) = 1/2 ed s(θ) = ∫ a f(t) dt
Sign 2 c c,  Ω = {x,y}: x   [a,b], g(x) ≤ y ≤ f(x)] per qualche funzione continua f g
se f è continua su Ω, allora f è integrabile e lim d s(f) = ∫ a f(t) dt
Caratteristiche di variabilit: coordinate piani.
Supponiamo che Ω   IR^2 vale coordinate piani, ampiamente a Ω   IR^2 nel coordinate xy.
Allora ∫∫ Ω f(x,y) dy dx = ∫∫ Ω f(x,y) dx dy.
In generale, c à Ω ( u v)| = (x (u,v)),  J u v =(∂(u,v))/ (∂x ∂ y) f(u,v) dt
. Calcolare ∫∫ Ω (3x^2 y + |x| sin(x^2 y) ) dy dx.     D = {(x,y): y ≥ |x| ∩ ]0,π] ∩ [0,π[}
∫∫ Ω (1.3x^2 y dy = ∫∫ Ω 3x^2 y dy = 0 poiché D è diatomica rispetto a y in
Per allora il secondo integrale, si nota che γ z in D e la funzione e' piu' rispettto ca. 
∫∫ Ω |x| y sin(x^2 + y^2) dy dx = 2 ∫ 0 π ∫ 0 π/cos θ cos^2(θ) sin(x^2 + y^2) dy dx
= 2 ∫ 0 π ∫ 0 π cos θ sin^2(x) dx dy
= 1/4 ∫ 0 π ∫ 0 π sin θ cos θ (1 - cos^2 θ) dx dy
= 1/4 ∫ 0 π sin θ (1 - (-cos^2 θ)) / 2
= 1/4 (- cos(2θ) = 1/4, 2 cos θ sin θ = sin(2θ)
= 1/2. Piu integrale di 2π

In IR? coordinate: sferiche che x = r cos e sin θ
γ = r sin θ
z = r cos θ
<|endoftext|>



Integrale di superfice
su D R^3, σ(u,v) = (σ (u,v), σ (u,v), σ (u,v)) ≤ τ direttiva, ¡! 
≥ Σ (D), si dice che  che parametra σ. 
σ , σ , σ  dice che parametra σ
π×u×v è note anche ortogonale alla superfice σ, "verso".
Per una funzione f su Σ, si definisa ∫∫_σ f dσ = ∫∫_D f(σ(u,v)) N×u×v du dv.
Per un campo vettoriale F si definisce ∫∫_σ F·N dσ, dove ∑t è la superfice
· con l’interozzare data dal verso. = ∫_D f(σ(u,v)). (u x v) dv du.
Il teorema di divergenza:   div F dvol =   div F ·dvol, due V è un volume circondato dalla superfice Σ. In un
volume sono io l’esterno.
Il teorema di rotore: ∫∫_σ F·N ds = ∫∫_ω F·d x, dove Σ è una superficie, è la curva di parametrizza il bordo
di ∑ x.
su D, i bordo vede D a sinistra e N+ è il verso dato da F.
·su |F|(a ,y,z)≡ (-γ 30 ξ  + γ 2+ ξ , ξ + ξ , ξ  cosθ + 2i γ 1 y , ξ ).
Calcolate ∫∫_σ F·dσ, due F(t) = (cos t, sin t, 0), t  [0, 2π], usando il teorema di rotore.
Si prende ∑ = {(a ,y,z);  x  + y  ≤ 1, z=0}.
∑ si parametrizza con D = {(u, v) R , u  + v  ≤1}, R(u,v) = (u,v,0).
σ u = (1, 0, 0), τ = (0, 1, 0), F·u = (0,0,1)
NOT F = (xz - (-x  sin z), -γ 30 ξ  - y, 3x cos z - (2 γ 2 y, 2x γ 2 e^z) - (3 y e^2 + 2 y e^2 + 2 y e^2)).  
= (__________, __________, 3 x  cos x + 3 y  e )
∫∫_σ F·dσ = ∫∫_F (π×u,v) · (π×σ) du dv =   3 (a  + v), du dv
= 3 _0^2π ∫ ^1 r  rr dr dr dr dθ = 3/2 π.


