Appello3.
(1) Q1
Se non ¢ specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta
nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non %)
Completare la formula.

sinz =0+ 2 +[ajp® — —z® + o(2*) vicino a 0

(1]

[l [0 v ][bl[6 V]

1 1
e® =142+ —2%+ =2 + o(2®) vicino a 0

4]
cr[2 v]ldl[6 V]

tan(22°) E]—i—a:—i—.x —|—a: + o(x”) vicino a 0
:’0 ‘/‘:’0 \/‘:’0 \/‘:’2 \/‘

Al variare di o € R, studiare il limite:

lim e® + cos(x) — sin(z) — 2.
z—0 tan(2x3)

Questo limite converge per a = .
[i]
J

In tal caso, il limite ¢ =.
:]1 \/\:]6 \/\

Usare la formula di Taylor f(z) = f(0) + f(0)z + 4 f"(0)2* +
3.3 (0)23+0(x?), ecc. Per una funzione composta come f(xz?) vale
F(@?) = FO)+f/(0)a?+ 5 f7(0)(2%)?+ 3 f®) (0)(2*)? +0(2°) oppure
F(2z) = f(0) + f/(0)(22)* + 5,f7(0)(22)* + 5./ (0)(22)* + o(®).
. Per determinare «, paragonare il numeratore e il denominatore e
scegliere « tale che abbiano lo stesso grado di infinitesimo.

(2) Q1
Se non ¢ specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta
nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non %)

Completare la formula.
sin(2z) = 0+ 2z + [afp® — Ex?’ + o(z>) vicino a 0

[ [0 70} [5 7]




@ o

—1—|—21:—0—.:r + ) vicino a 0

:’2 \/‘@:’4 \/‘

tan(z E]erJr.m +a: + o(z?) vicino a 0
@:’0 \/‘:’O \/‘:’0 \/‘:’1 \/‘

Al variare di « € R, studiare il limite:

. €2+ cos(2x) + asin(2z) — 2
lim .
0 tan(z3)

Questo limite converge per a = .
[i}
j

In tal caso, il limite & =

HERAINE /\
3 Q

Se non e specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta
nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non %)

Completare la formula.

sin(—z) =0+[afx + x3 + o(z”) vicino a 0
[a] [ -1 /‘Es’—l v |

@ s

e r=1- :EJr—x + =2 + o(2®) vicino a 0

:’2 \/‘E:’—l \/‘

tan 3:v .—i—x—i—.x +x + o(z?) vicino a 0
@:’0 \/‘:’O \/‘:’0 \/‘:’3 \/‘

Al variare di o € R, studiare il limite:

. e "+ cos(—zx) + asin(—x) — 2
lim .
=0 tan(3z3)

Questo limite converge per a = .
il
J

In tal caso, il limite e —.

:]1 \/\:]9 \/\




(4) Q2
Se non & specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta
nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non %)

322;1 (3z)™, al variale di = € R.

Studiare la seguente serie > -,

. : : 1 32" n _
Innanzitutto, vediamo una somma parziale. ) _ *—+(37)" conz =1
si ottiene [a].

&)

Per usare il criterio del rapporto, si pone a,, =
z > 0.

Completare la formula.

|
n!

(3x)™ e consideriamo

bl 32" —1
n—|— 1! "znﬂ

Ap4+1 =

b} (5 7][e [3 7]

Vale che lim,, “:*1 = @
n

@: , e dunque la serie converge per
tutti x > 0. v

O<z <l

T < 2.

r <9.

nessun x > 0.

Per z < 0, la serie converge per
tutti z < 0. vV

—-1<z<L0.

—2<zx<0.

x> —9.

nessun x < 0.

solo z = 0.

La somma parziale vuol dire la definizione della sommatoria:
2711:0 an = ag + a1, dunque basta applicare n = 0,1 nella serie
concreta e sommare i numeri.
Per applicare il criterio del rapporto, si considera il limite R
limy,—, o0 2. Ricordare che (n+1)! = (n4+1)n(n—1)---2-1,3"+! =
3-3"= g..-3

——

(n+1)-volte

Se questo limite R < 1, allora la serie (per tale z) converge, mentre
se R > 1 la serie diverge.
Il criterio si applica a serie con termini positivi. D’altra parte, se
Y reolan| converge, allora converge anche Y . an (convergenza
assoluta).
Se R =1, bisogna studare la convergenza con altri criteri.

(5) Q2



Se non é specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta
nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non %)

Studiare la seguente serie > >~ 22;—1 (2x)™, al variale di z € R.

. . . 1 2n _
Innanzitutto, vediamo una somma parziale. > _, 271 (22)" con z = 2
- n:
si ottiene [a].

o}

Per usare il criterio del rapporto, si pone a,, =
z > 0.

Completare la formula.

[b]-22n —1
aTL+1 = 7(’”/—1—1)' .,xn+1

E:’ZL \/‘:’2 \/‘

Vale che lim,,_, o 2+t =

@: , e dunque la serie converge per

tutti x > 0. v
0<ax<l.

T < 2.

T < 4.

nessun x > 0.
Per x <0, la serie converge per
tutti < 0. v
-1 <x<L0.
—2<x<L0.
x> —4.
nessun x < 0.
solo x = 0.

92n_q
n!

(22)™ e consideriamo

(6) Q3
Se non & specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta
nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non %)
Considerare la seguente funzione
|z[e”

f(x)

La funzione f(z) non ¢ definita su tutta la retta reale R. Scegliere tutti
i punti che non sono nel dominio naturale di f(x).
o —¢

C1—a

|
= =

@

(\

e 6 o o o o
)—‘N\HO‘

e
Scegliere tutti gli asintoti di f(x).
o y=0 v



o y=1

e y=c¢

e r=-—1
e =0

e rx=1V
e r=c¢

o y==x
.y:—x
o y=cecx

Nella semiretta > 0, f(z) ammette un massimo locale in z; =

@ (non c’¢ bisogno di calcolare f(x1)). Riempire gli spazi.

[} [T V][bl[2 V][5 v]ldi[2 V]

In totale, f(z) ammette [e] punti(o) estremi(o).

0!

Scegliere il comportamento di f(z) nell'intervallo [—3, 3].
e strettamente decrescente

e strettamente crescente

e ne crescente ne descrescente v’

[=]=]
+

Per determinare il dominio naturale di una funzione, basta osservare
le componenti. Per esempio, /y ¢ definita solo per y > 0, ﬁ e per
y # a, logy & per y > 0, ecc. Basta eliminare tutti i punti dove le
componenti non sono definite.

Gli asintoti ci possono essere per i limiti x — 00, e anche x — a,
dove a € un bordo del dominio.

Per la derivata, utile & la regola (L&) = F@g@—f@)d' @) ~Quando

g9(@) g(x)?
c’¢e il valore assoluto |y|, bisogna separare i casiy > 0 ey < 0. In
questo caso, f(z) = %, flz) = & +xe(1)£g;)_21)+$e 0 <z e
e’ +xe®)(x—1)+xe”
= (S ) e (2 <0).

Se f'(xz0) = 0, f(zo) puod avere un punto estremo, ma bisogna verifi-
care che il comportamento cambia da z < zg e £ > xg. Ci vuole un
controllo simile anche sui punti dove la definizione di f(z) cambia
(per esempio, |y| = y(y > 0), —y(y < 0)).

Se f(x) > 0 (< 0 in tutto un intervallo, allora f(z) & crescente
(decrescente) li.

(7) Q3
Se non ¢ specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta
nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non 2).

1
Considerare la seguente funzione
|z[e™"

fla) =T




La funzione f(x) non & definita su tutta la retta reale R. Scegliere tutti
i punti che non sono nel dominio naturale di f(x).

—€

|
—_
<

@ =

o= O |

e

Scegliere tutti gli asintoti di f(z).

y=0 v
y=-—1
y=—e
r=-1V
z=0
r=1
Tr=—e
y==x
y=-x
Y= —ex

Nella semiretta « > 0, f(x) ammette un massimo locale in x; = \/E@ -

]

(non c’¢ bisogno di calcolare f(x1)). Riempire gli spazi.

@:’5 /‘E:’Q \/‘:’1 /‘E:’Q \/‘

In totale, f(z) ammette [e] punti(o) estremi(o).

[c}[3 /]

Scegliere il comportamento di f(z) nell'intervallo [2, 3].

(8) Q3

strettamente decrescente v
strettamente crescente
ne crescente ne descrescente

Se non é specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta

. . . 1
nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo 5 ma non 7).

2
4

Considerare la seguente funzione

_ zle2
T o—g

f(x)

La funzione f(z) non ¢ definita su tutta la retta reale R. Scegliere tutti
i punti che non sono nel dominio naturale di f(z).

ol O |

ll
= N O

@ =



2 V

o c
Scegliere tutti gli asintoti di f(z).
e y=0 Vv
o y=1
.y:@

e x =0

e x=1

e xr=2 Vv
e r=c¢
.y—x

o y=—=x
e y=cx

Nella semiretta x > 0, f(z) ammette un massimo locale in z; = [a]+
\/E (non ¢’¢ bisogno di calcolare f(x1)). Riempire gli spazi.

k[T v][bl:[5 V]
In totale, f(x) ammette [e] punti(o) estremi(o).
e}
Scegliere il comportamento di f(z) nell'intervallo [—3, —2].
e strettamente decrescente
e strettamente crescente v’
e ne crescente ne descrescente
(9) Q4
Se non ¢ specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta
nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non %)
Completare la formula.

T _[a] .as+1 [e]
x4+ 222+ +2 E m2_’_@ m—i— '

@:’1 \/‘:’5 ‘/‘:’2 \/‘@:’1 /‘@:’—2 \/‘:

egliere una primitiva di
arctan x

S arctan

x arctan(

Sc
[ ]
[ ]
. +
o1 log(x +1)
° 1)
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

_r
241"

1)

1 5 log( x? + v

log( (22 +1))

1 arcsin(z? + 1)

1 arcsin(z? + 1)
au"csin(x(gv2 +1))

. o .92
Scegliere una primitiva di 3%7.
e arctan(2zx)

e arctan(s)

e 2arctanz V'



(10

(arctan x)?
arcsin(2x)

2arcsinx
(arcsin x)
arcsin(§)
Calcolare I'integrale, riempiendo gli spazi.

/1 e o _[g]__[i
0

2

—7r— —10g3+ —10g2

23+ 222 +x+2 .
:’1 \/‘:’20 ‘/‘!:’2 \/‘:’5 \/‘::

.

Una frazione, per esempio, WM si puo scrivere nella forma
A +Bm+C

T—a z2+b

. I coefficienti A, B, C si possono trovare dalla equazione
_ A | BziC
(z—a)(z24+b) = z—a z2+b
5 ong I N R A
Una primitiva di —— ¢log(z—a), e una primitiva di 27 carctana.

) Q4

Se non é specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta

nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non

2
1)
Completare la formula.
x B @ [c] E]x +1
x+ @ z? +|f

x3+2x2+m+2_E

@:’1 \/‘:’5 \/‘:’—2 \/‘@:’2 /‘@:’2 \/‘:

S
[ ]
[ ]
e 2arctanx V'
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

cegliere una primitiva di
arctan(2z)
arctan(%)

_2
241"

(arctan )2
arcsin(2x)
2arcsinx

(arcsin x)?

e arcsin(§)

Scegliere una primitiva di
arctan x

5 arctan

x arctan(z
1log(z? +1
1 log(x +1

T
241"



e arcsin(z(z? + 1))
Calcolare l'integrale, riempiendo gli spazi.

! x - .
/_1x3+2x2+x+2dx__10g+7r'
[g] [2 V1l [5 Vil [3 /\:]1 [kl [0 V]
(11) Q5

Se non é specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi

(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta

nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non %)

Studiamo la convergenza del seguente integrale improprio, seguendo le
indicazioni.
< logw
/ _ losx .
1 (z -1zt

Completare la formula.
logz = E]—i—@(x — 1)+ o(x — 1) vicino a 1.

@} [0 v][bl[T /]
zi =[c]+ @(m — 1)+ o(z — 1) vicino a 1.

[c}[1 ‘/‘@:’4 v |

Dunque, prendendo un punto intermedio = 2, 'integrale ff (lol%dx
rx—1)*x4

converge per
e <1

a<l1

a<2 Vv

a<?2

a>1

a>1

a>2

a>2

Mentre, I'integrale f;o _logz converge per

(x—1)>x4

a <
a <
a <
a <
o >
a2
o >
a >
Da questo risultato, I'integrale

e converge assolutamente per « =1 e 3

e converge ma non assolutamente per o = 1, converge assolutamente
per a =3

v

e 6 o o o o o o
S [ QO [ QO | s [ s | COS [COS [ s [ =
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e diverge per a = 1, converge assolutamente per « =3 v

converge assolutamente per o = 1, converge ma non assolutamente
per a =3

converge ma non assolutamente per o« =1 e 3

diverge per a = 1, converge ma non assolutamente per o = 3
converge assolutamente per a = 1, diverge per a = 3

converge ma non assolutamente per a = 1, diverge per o = 3

diverge per a =1 e 3

L’integrale floo x%dx converge se e solo se @ < —1, e fol x%dx con-
verge se e solo se a > —1.

Se f(z) in [ f(z)dz & un prodotto di queste funzioni, basta usare il
criterio di confronto.

Vicino a 0, si puo usare la formula di Taylor per decidere il grado
di infinitesimo. Vicino all’co, in questo esercizio, log x diverge ma

l‘fgw — 0 per qualunque S > 0, e da questo si pud concludere che
loo lig”dx converge per o > 1, perché possiamo prendere 3 tale che

2% =P . 28, dove o — B > 1.

.

(12) Q5

Se non é specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi

(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta

nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non %)

Studiamo la convergenza del seguente integrale improprio, seguendo le
indicazioni.
> logzx
/ _ loez .
1 (z—1)exs

Completare la formula.

1
3 =[a]+ =(z — 1)+ o(z — 1) vicino a 1.

]

a1 Vb3 V]
log © =—|—@(a} —1) +o(z — 1) vicino a 1.

cr[0 v]la}[1T V]

Dunque, prendendo un punto intermedio x = 2, l'integrale f;o

log x
T
(z—1)*x3
converge per

o o>
a >
o >
o>
a <
a <
a <
a<

e 6 o o o o o
OINOCO N0 0o [ W NN = Lo =



Mentre, I’integrale ff (

11

1
—982% _dx converge per
z—1)z3

a>1
a>1
a>2
a>2
a<l1
a<l1
a<2 V
a<?2

Da questo risultato, I'integrale

e converge assolutamente per a = —2 e 1

e converge ma non assolutamente per a = —2, converge assolutamente
per a =1

e diverge per o = —2, converge assolutamente per a =1 v

e converge assolutamente per o = —2, converge ma non assolutamente
per a =1

e converge ma non assolutamente per a = -2 e 1

e diverge per a = —2, converge ma non assolutamente per a = 1

e converge assolutamente per o = —2, diverge per a = 1

e converge ma non assolutamente per a = —2, diverge per a = 1

e diverge pera=—-2el



